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Introducéo

A Teoria dos Sistemas Dindmicos, ou mais exatamente Teoria Ergodica, tem sido
aplicada ao longo dos Ultimos anos de diversas maneiras, podendo ser utilizada para resolver
problemas tanto de Teoria dos NUmeros e Topologia quanto outros que envolvem aplicactes
em Geometria Diferencial e Probabilidade. Por sua vez, através do estudo do comportamento
assintético das Orbitas de transformacdes (endomorfismos, difeomorfismos e fluxos), os
métodos de Sistemas Dinamicos também tém sido amplamente utilizados, podendo explicar
fenbmenos complexos nas diversas ciéncias, como: Quimica (reagdes quimicas, processos
industriais), Fisica (turbuléncia, transicdo de fase, 6tica), Biologia (competicdo de espécies,
neurobiologia), Economia (modelos de crescimento econémico, mercado financeiro) e muitas
outras. O presente projeto visa uma compreenssao gradativa destes tépicos e dos diferentes
conceitos neles envolvidos, iniciando pela observancia dos principais resultados da Teoria da
Medida

Objetivos

O presente estudo teve como principal objetivo a compreenssdo de importantes
conceitos, teoremas e problemas envolvendo sistemas dindmicos e sua correlacdo com a
Teoria Ergbdica. Paratal, observamos alguns dos principais resultados da Teoria da Medida e
exemplos de medidas invariantes, como, por exemplo, a Transformacéo de Gauss. Estudamos
também o Teorema de Recorréncia de Poincaré.

M etodologia

Iniciamos o estudo revendo a Teoria da Medida e alguns de seus principais elementos
e resultados. Foram introduzidos alguns importantes conceitos, como nocdes de dlgebra e s-
dgebra de conjuntos e técnicas para sua construcdo, espacos mensuraveis e espacos de
medidas. Nesse ponto, foram analisadas duas importantes classes de medidas. medidas de
Lebesgue em espacos Euclidianos e medidas produto em espaco de sequéncias, além do
Teorema de Radon-Nikodym.

Em uma segunda etapa, foi estudado o Teorema de Recorréncia de Poincaré e os
principais conceitos nele envolvidos, tais como as condicfes necessarias para que um ponto
sgja considerado recorrente. Estudamos tanto a versdo mensuravel, utilizando medidas p
definidas na s-dlgebra de Borel de um espago M, quanto a versdo topolbgica, empregando o
conceito de recorréncia em uma vizinhanca. Mais adiante, estendemos esses dois enunciados
também para certos casos de medidas infinitas.

Prosseguindo com o estudo, trabalhamos alguns exemplos de medidas invariantes,
como Expansdo Decimal, Sistemas Conservativos, Deslocamentos (“shifts’) de Bernoulli e
Transformacdo de Gauss. Neste Ultimo, analisando sua ergodicidade, concluimos que a
transformacao de Gauss é ergddica com relacdo a medida de Gauss .
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Conclusdes

O presente estudo permitiu uma maior compreenssao de alguns importantes conceitos,
teoremas e problemas envolvendo sistemas dinamicos e de sua correlagdo com a Teoria
Ergédica. Esse novo conhecimento possibilitou, por exemplo, o entendimento de
propriedades sobre a distribuicdo de digitos na expansdo de fracBes continuas de quase todo
nimero do intervalo [0,1), que € um conjunto de medida Gauss total. Utilizando as concluses
sobre a ergodicidade da Transformagdo de Gauss, 0 Teorema de Birkhoff e os conceitos das
medidas de Gauss e Lebesgue, foi possivel obter a frequéncia com que um determinado
nimero natural aparece na sequéncia de quocientes de quase todo nimero real X.
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