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I ntroducéo

Este trabaho desenvolve um estudo em modelos dindmicos lineares e ndo
lineares. Foram analisados modelos para vibragdes paramétricas (Equacéo de Mathiew
Hill), vibracbes ndo lineares com amortecimento linear (Equacdo de Duffing) e
vibragbes com amortecimento ndo linear (Equacdo de Van der Pol). Gréficos tracados
em Matlab mostram diagramas de fase, respostas dindmicas e o fendbmeno de
ressonancia para os sistemas tratados, permitindo analise de condic¢des de estabilidade e
Instabilidade dos modelos.

Vibragdes Paramétricas

VibracGes paramétricas, com um grau de liberdade, sdo descritas por equactes

diferenciais homogéneas, nas quais ha variagdo dos coeficientes com o tempo. Em

diy
termos mateméticos, utiliza-se a equacdo de MathieuHill: dr?
onde?e? sdo constantes.

A estabilidade de um oscilador paramétrico depende dos valores assumidos por
? e k e ndo das condigdes iniciais de movimento e velocidade. Os valores de ? e k para
0s quais o oscilador é estavel einstéavel podem ser representadas em um plano ?k.

As fronteiras entre as zonas estaveis e instaveis nesse plano em gera sdo
expressas por equacdes muitos simples, fungdes do tipo ? = ?(?). A obtencdo das
expressdes para estas curvas € feita através do método das perturbacdes. Verificamos
que, por exemplo, para ? = 01 e k = 0,1, o sistema apresenta um comportamento
periédico. Mantendo o valor de ? constante e aumentando o valor de k, o sistema se
comporta de formainstéavel e o diagrama de fase assume a forma de um foco instével.

+(A+xcosT) =

0,

Vibragdes Nao Lineares com Amortecimento Linear

Muitos problemas de dinamica n&o linear podem ser model ados pela equagdo de
Duffing: & + ¢k + wy®x £ ax® = F cosl{w]t) = onde ?, é a freqiiéncia natural, ¢ o
amortecimento, a um termo de ndo linearidade e F o forcamento.

O gréfico da figura (1) mostra a resposta de um sistema em fungdo da razéo
entre a frequéncia natural do sistema a freqiiéncia do forcamento para valores positivos
dea.

O estudo da estabilidade da equacdo de Duffing foi feito através da equacéo de
energia potencial (V) para 0 movimento com amortecimento linear e sem forgcamento
externo. Os pontos de estabilidade ocorrem quando a variagdo instanténea da energia

dVv
potencial no tempo é zero, ou sgja, dr 0 . O distema governado pela equacdo de
duffing apresenta uma resposta dindmica fortemente dependente das condigdes iniciais
de velocidade e deslocamento, revelando caracteristicas de caos.
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Figura 1l - Ressonanciaem Duffing para a positivo

Vibracgdes com Amortecimento Nao Linear

A principal caracteristica dos sistemas modelados dinamicamente pela equacdo
de Van de Pol é a existéncia de um ciclo limite para suas trgjetérias de movimento.
Independentemente da amplitude inicial de movimento desses sistemas, 0 diagrama de
fase sempre tende para uma Unica curva que corresponde a solucéo periodica quando o
tempo tende ao infinito.

A equacdo diferencia ndo linear de Van der Pol & T —af(l —x*)t+x =10
Nessa equagdo o termo {1 — %% introduz um amortecimento gue assume valores
negativos para pequenas amplitudes de movimento, caracterizando o sistema como
acreativo, e assume vaores positivos para grandes amplitudes de movimento,
caracterizando o sistema como dissipativo.

Conclusoes

Modelos ndo lineares e modelos de vibragdes paramétricas permitem considerar
efeitos de um maior nimero de parémetros relevantes a sistemas mecanicos, reduzindo
0 numero de hipéteses simplificadoras em um modelo matematico.

O estudo dos modelos dindmicos permitiu maior entendimento das condicfes de
estabilidade de um oscilador sujeito a dindmica de movimento linear e nédo linear.
Foram simuladas inimeras condi¢des operacionais para avaliagdo de como parametros
externos ou da propria estrutura afetam seu comportamento.

Verificou-se que em vibragdes paramétricas a estabilidade esta relacionada com
os valores assumidos por constantes na equacdo da dinamica de movimento, ja quando
se introduz uma ndo linearidade, obtendo-se a equacdo de duffing, por exemplo, as
condicdes de estabilidade sdo fortemente dependentes das condi¢Bes iniciais de
velocidade e deslocamento.
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