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Resumo
Este trabalho desenvolve uma pesquisa em modelos dinamicos lineares e nao lineares.

Foram estudados modelos para: vibragdes paramétricas (Equagcao de Mathieu-Hill), vibracoes
nao lineares com amortecimento linear (Equacao de Duffing) e vibragdes com amortecimento
ndo linear (Equacao de Van der Pol). Gréficos tracados em Matlab mostram diagramas de fase,
respostas dinamicas e o fendmeno de ressonancia para os sistemas tratados, permitindo dessa
forma uma andlise de condi¢des de estabilidade e instabilidade dos modelos.
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Capitulo 1

Introducao

A engenharia busca a cada dia melhores solu¢des para os problemas, necessidades e desejos
da humanidade. Porém, o desenvolvimento de produtos tecnologicamente mais avangados requer
solugdes inovadoras em todos os segmentos envolvidos, como por exemplo, materiais inovadores
e logisticas de transporte e producao.

A obtencao de solucdes inovadoras induz a desafios no contexto da engenharia que se esten-
dem a todos os segmentos relacionados com o projeto, desenvolvimento e producao.

Durante as fases de desenvolvimento € vital que o comportamento dindmico de um novo pro-
duto seja conhecido. O desconhecimento dos niveis e caracteristicas da resposta dindmica pode
levar a niveis de tensdes nos materiais nao previstos, gerando assim possibilidade de falha. Pode
também ocasionar falha estrutural devido a aplica¢do de carregamentos repetitivos, os quais es-
tao diretamente envolvidos com fadiga, propagacao de trincas e acumulacao de danos estruturais.

A andlise da dindmica cldssica baseada na teoria linear foi durante muito tempo considerada
suficiente para a compreensdo das caracteristicas vibratdrias de praticamente todas as estruturas
projetadas. Entretanto, com a modernizagdo das estruturas e utilizacdo de materiais inovadores
com maior grau de flexibilidade, as ndo linearidades tornam-se mais ativas, provocando o surg-
imento de vibragdes com caracteristicas ndo lineares. Nestes casos, a andlise dindmica linear
deve ser considerada apenas como uma fase inicial de projeto.

A dindmica ndo linear passou a ser freqiientemente utilizada na modelagem de sistemas
mecanicos. Apesar da maior dificuldade de solu¢do das equagdes envolvidas na abordagem
ndo linear, seus modelos permitem considerar os efeitos de um maior nimero de parametros rel-
evantes ao projeto, reduzindo o nimero de hipéteses simplificadoras.

Em adicdo a presenca de ndo linearidades, as estruturas quando em operagcdo podem sofrer
a acdo de excitagdes de naturezas diferentes. As excitacdes podem ser classificadas segundo a
maneira que aparecem nas equagdes de movimento. Dessa forma, podem ser externas ao sistema
ou paramétricas.



A presenca de ndo linearidades juntamente com excitagdes paramétricas compde um cenario
dindmico complexo. Dentro deste cendrio, vibragcdes com caracteristicas especiais podem se de-
senvolver e conseqiientemente comprometer a seguranca, prejudicar a operacao ou ainda reduzir
o desempenho de um novo produto. Para todos estes exemplos € fundamental que os niveis
vibratérios sejam mantidos sob controle. Isso torna necessdrio o conhecimento e estudo dos
mecanismos que provocam estas vibragdes, assim como as varidveis que o afetam.

O estudo de modelos matematicos para a dinamica dos sistemas mecanicos € essencial para
seu entendimento. A partir dos modelos pode-se simular inimeras condi¢cdes operacionais ou
avaliar como parametros externos ou da prépria estrutura afetam seu comportamento dindmico.

Este trabalho dedicou-se ao estudo de trés modelos dindmicos: vibragdes paramétricas (equacao
de Mathieu-Hill), vibragdes nao lineares com amortecimento linear (Equagdo de Duffing) e vi-
bra¢des com amortecimento nao linear (Equacdo de Van der Pol). Estudou-se a resposta dindmica
e diagrama de fase, avaliando-se a as condicdes de estabilidade e instabilidade dos sistemas. Al-
guns graficos encontrados na literatura foram refeitos para aprofundamento do entendimento
desses modelos.



Capitulo 2

Vibracoes Paramétricas

Quando um sistema estrutural sofre a acdo de uma excitacdo do tipo paramétrica, ocorre
uma modificacdo variante com o tempo em algum parametro do sistema. Neste caso, a vibragao
proveniente deste tipo de vibracao € dita vibragdo paramétrica.

Diferentemente das excitacdes forcadas as quais aparecem matematicamente como uma nao
homogeneidade nas equacdes de movimento, as excitagdes paramétricas aparecem como uma
variagdo temporal em algum coeficiente dessas equacdes. Tal como as excitagdes externas po-
dem provocar grandes respostas da estrutura sob certas circunstincias especiais, as excitacoes
paramétricas também podem provocar altissimas amplitudes.

E valido relembrar que nas vibragdes forcadas, a energia € simplesmente adicionada ao sis-
tema, e de acordo com as condicdes de ressonancia, hd a resposta do sistema. Nesses problemas

nao hé variacdo dos parametros, eles sao constantes durante todo o processo de oscilagao.

Na figura (2.1) sdo mostrados alguns sistemas que apresentam vibra¢des paramétricas.
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Figura 2.1: Sistemas sujeitos a vibragdo paramétrica.



onde:
(a) Barra excitada axialmente.
(b) Liquido em recipiente com movimento periddico na direcdo vertical.
(c) Péndulo com ponto de suspensdo em movimento periddico na dire¢do vertical.
(d) Circuito com capacitancia do capacitor varidvel no tempo.

2.1 A Equacao de Mathieu-Hill

Em termos matematicos, vibragdes paramétricas, com um grau de liberdade, sdo descritas
por equagdes diferenciais homogéneas, nas quais ha variacao dos coeficientes com o tempo.

m(t)i+c(t)x+k(t)x=0 (2.1)

onde:
m(t) - massa do sistema em funcao do tempo
c(t) - amortecimento do sistema em funcdo do tempo
k(t) - rigidez do sistema em fun¢ao do tempo

Dividindo-se a equagdo (2.1) por m(t):

X+ki(t)x+ka(t)x=0 2.2)

A variagdo dos parametros da equag@o pode ser imposta externamente ou auto-excitada pelo
oscilador. Em ambos os casos as vibragdes paramétricas sé ocorrem quando o oscilador € retirado
da sua posicdo de equilibrio, revelando assim uma dependéncia da oscilagdo com um desloca-
mento inicial.

Nas vibracdes forcadas, uma pequena excitagdo pode provocar ressonancia apenas em casos
onde a freqii€ncia de excitacdo estd proxima a freqii€ncia natural do sistema (®,). Porém, nas
vibragdes paramétricas, o fendmeno de ressonancia pode ocorrer também nos casos em que a
excitacdo tenha freqiiéncia diferente de (®,).

Fazendo uma substitui¢do de varidveis na equagdo (2.2), obtém-se a equagdo diferencial de
Hill, mostrada na equacdo (2.3).

§+K(t)y=0 (2.3)

onde:

x= ye_%fkl(’)dt 2.4)



K(t) =ko(t) — s —[ki(1)] — <k (r) (2.5)

Sendo k& (t) e ka(t) fungdes periddicas no tempo (periodo T'), conseqiientemente K () tam-
bém sera.

K(t+T)=K() (2.6)

Assim a solugdo da equagdo (2.3) terd a forma:

y(t) = Cre"y1(t) + Cre¥? y, (1) 2.7)

onde:
y1 € y2 - Fungdes periddicas no tempo
C| e C; - Constantes
V1 e Vo - Expoentes caracteristicos

Os valores assumidos pelos expoentes caracteristicos dependem apenas dos parametros da
equacao (2.3) e ndo das condi¢des iniciais. Esses valores determinam se o sistema vibrante ap-
resentard um comportamento estivel ou instavel.

Caso os dois expoentes tenham uma parte real positiva, entdo a equagdo (2.7) apresenta um
crescimento ilimitado no tempo, revelando assim um comportamento instavel. Porém, se a parte
real dos dois expoentes for negativa, a equacao (2.7) se aproxima assintoticamente ao zero com
o crescimento do tempo.

Em casos limites, um ou ambos dos expoentes podem ndao possuir uma parte real. Nesse
caso, a equacao (2.7) representa uma solucdo periddica.

A expressdo K (t) pode ser expressa por:

K(t) = K, +AK cos(wr) (2.8)

Uma forma simplificada de representar a equagdo (2.3) pode ser obtida através de uma mu-
danga de varidveis. Introduzindo uma nova varidvel adimensional (T) temos:

T=0t 2.9)
Substituindo os termos K, e AK por A e K respectivamente, obtemos:

K,

7\,:@

(2.10)



AK
-l

Apoés todas essas substitui¢des, a equagdo (2.3), pode ser expressa na forma da equacdo
fundamental de Mathieu-Hill.

2.11)

y' +(A+xcost)y=0 (2.12)

E importante ressaltar que na equacio (2.12) o termo y” indica derivada com respeito a var-
idvel adimensional 7.

2.2 Exemplo: Péndulo com Ponto de Suspensao Oscilante

Um exemplo de um sistema simples sujeito a vibracdes paramétricas € o péndulo com ponto
de suspensio oscilando periodicamente na vertical, como ilustrado na figura (2.2).

a(t) =A cos (ot)

Figura 2.2: Péndulo de massa m com ponto de suspensdo oscilante.

O comprimento L do fio de suspensdo do péndulo € constante e o ponto de sustentacio oscila
segundo a equagio:

a(t) = Acos(mt) (2.13)

A dindmica de movimento é:
L8+ (g—d)sin®=0 (2.14)
L&+ (g +Aw*cos(or))sin® =0 (2.15)

Fazendo uma aproximacao valida para pequenos angulos (0 ~ sin0) e as substitui¢des:

T= ¢ (2.16)



K:% (2.18)

A equagdo (2.15) adquire a forma da equacdo de Mathieu.

0" + (A +xcosT)8 =0 (2.19)

E importante ressaltar que na equagio (2.19) o termo 8" indica derivada com respeito a var-
idvel adimensional T.

2.3 Analise de Estabilidade das Vibracoes Paramétricas

A estabilidade de um oscilador paramétrico, como ja foi dito na se¢do anterior, é¢ determinada
pelo sinal dos expoentes caracteristicos V| e Vo na equacgdo (2.7). Os valores assumidos por esses
expoentes dependem de A e k e ndo das condigdes iniciais. O oscilador € dito instdvel se uma
perturbagdo infinitesimal inicia uma crescente vibracdo. Os valores de A e K para os quais as
solugdes da (2.7) sdo estdveis e instdveis podem ser representadas em um plano Ak, como é
mostrado na figura (2.3).

Na figura, as regides de hachura representam valores para solucdes instiveis, enquanto as nao
hachuradas solugdes estaveis. O grafico é simétrico em relagdo ao eixo A.

Primeira Andlise:

Em uma primeira andlise do grafico pode ser feita nos casos em que Kk = 0. Dessa forma a
equagdo (2.12) se transforma em uma simples equagao de oscilagdo.

Yi+hy=0 (2.20)
Propondo uma solugio para a equagio (2.20) na forma ¢®® , e substituindo-a em (2.20) temos
que:

(b*e") + A" =0 (2.21)
(B*+1) =0 (2.22)

——

Polindmio Caracteristico

Como € é sempre maior que zero, temos que (b* + A) forma o polindmio caracteristico, e

suas raizes sdo: b = +iv/A. Substituindo os valores encontrados para b em ¢”* e fazendo uma



Figura 2.3: Regides estdveis e instdveis de um oscilador governado pela equacdo de Mathieu.

composi¢do das duas solucdes, obtemos:

y(t) = AeVM 4 B VAT = (2.23)

As solugdes da equagdo (2.20) para A > 0 sdo periddicas, representadas por senos € cossenos
e com freqiiéncia natural de oscilacdo igual a v/A. Essas oscilacdes sdo consideradas estéveis e
representadas no plano Ax da figura (2.3) pela parte positiva do eixo A.

As solugdes da equacéo (2.20) para A < 0 ndo sdo periddicas, sdo fungdes exponenciais com
expoentes reais. Nesse caso, as solu¢des de y(tT) sdo instdveis e representadas no plano Ak da
figura (2.4) pela parte negativa do eixo A.

Segunda Anadlise:

Uma segunda andlise pode ser feita tragando uma reta paralela ao eixo A, para k diferente de
Zero.

Podemos observar no grafico Ak que mesmo para regides onde A > 0, a reta tragada atravessa
regides de instabilidade. Isso indica que dependendo do valor assumido por A, a solugdo y(t)
pode assumir um comportamento instdvel, mostrando que a flutuagdo do termo A pode resultar
na reducdo de estabilidade do sistema.



O gréfico Ak apresenta as regides de estabilidade e instabilidade de forma intercalada. A
largura das faixas de instabilidade decresce com o aumento do valor de n. Isso ocorre principal-
mente devido ao amortecimento, que apesar de ndo estar sendo considerado, estd sempre presente
em qualquer oscilador. O amortecimento contribui para a reducdo das zonas de instabilidade.

As fronteiras entre as zonas estaveis e instdveis podem em geral ser expressas por equacdes
muitos simples, fung¢des do tipo A = A(x).
A obtencdo das expressdes para estas curvas € feita através do método das perturbagdes.

Método das Pertubagoes

Na equac@o de Mathieu-Hill, assumindo um valor pequeno para A, a solugdo de (2.12) pode
ser aproximada por:

¥(T) = yo(T) + K1 (T) + kY2 (T) + - (2.24)

A=A+ KA + KA+ - (2.25)
onde Ao, Ap, --- sdo constantes. Substituindo equagdes (2.24) e (2.25) em (2.12):

(Vo +Xoyo) + KO +A1yo+yocosT+Aoyr)
+ K2 (y5 4 Aayo + Miy1 + yicost
+ Aoy2)+---=0 (2.26)

Fazendo com que cada um das parcelas de (2.26) assuma valor zero, temos:

Ky +hoyo = O (2.27)
k' Y+ Myo +yocost+Aoyr = O (2.28)

K ylzl +Myo+Aiyr +yicost+Agy, = 0 (2.29)

A solucdo da equagdo (2.12) pode ser expressa por:

R
Jvr n
yo(t) = COBVAOT - _JCOSaT L 0,1,2, - (2.30)
sin\/ApT sin 57T
onde:
n2
Moo= n=0,1,2, (2.31)



Considerando valores especificos para n:

Para n=0:
Substituindo n = 0 em (2.31) e (2.30) obtemos Ay = 0 e yo = 1. Pela equagio (2.28) temos:

Y{+M+cost=0 ..y =-A —cosT (2.32)

Para que y; seja uma fungdo periddica, A; deve ser zero. Integrando duas vezes a equagao
(2.32), a equacao resultante € uma funcdo periddica e pode ser expressa por:

y1(T) = cost+ o (2.33)

onde o € a constante de integracdo. Sabendo que Ag =A; =0,y =1ey  =cosT+a,a
equagao (2.29) pode ser reescrita como:

¥y + X2+ (cosT+at)cost =0

ou

1 1
Yy = —E—xz—acosr—icosm‘ (2.34)

Para que y; seja uma fungao periddica assim como yy, (-1/2 -A,) deve ser zero. Dessa forma,
para n = 0 a equacdo (2.25) pode ser reescrita como:

1
y— —EKZ e (2.35)
Para n=1I:

Nesse caso, a equagdo (2.31) resulta em Ao = § € yo = cos(3) ou sin(%). Considerando a
primeira op¢ao, a equacdo (2.28) é expressa por:

1 1 1 3
¥ + o= (—M — 5) cos% —5 cos g (2.36)
A solucao homogénea de (2.36) é:
T . T
yi(t) =A; COSE + A, smz (2.37)

onde A e A3 sdo constantes de integragdo. Como o termo cos 5 aparece em (2.37), a solugdo
particular terd Tcos 5, sendo dessa forma nao periédica. Para evitar isso, e garantir que y; seja

periddica, (-A) — %) deve ser zero, fazendo com que A = —% e (2.36) seja:
1 1 3
() + 331 = =5 cos g (2.38)

10



Substituindo a solugdo particular y; (T) = A; cos % em (2.38), obtem-se A, = %. Dessa forma,

a equacdo (2.29) pode ser expressa por:

" 1 T 1/1 37 1 37T
V2 (T)+—y2 = —Aycos =+ = [ —cos— | — [ —cos— | cosT
4 4 2 4 2
(2.39)

= A cosT+1cos3T 1c0s51:
A\ 278 2 8 2

Como a solucdo homogénea de (2.39) contém o termo cos /2, seu coeficiente deve ser zero.

Dessa forma, a; = —% e a equacdo (2.36) € expressa por:
1 x ¥
Al =——=——+-- 2.40
n=1 4 2 3 + ( )

Se ao invés de yo = cos () optassemos por yg = cos (5 ), obteriamos a relagdo:

2
8

T (2.41)

K
2

Para n=2:

Através do mesmo procedimento feito para n =0 e n = 1, obtemos quando assumimos yg =
COST € yg = sinT as respectivas equagdes:

Mo = 1+ %K‘Z 4. (2.42)
hopy = 1 — i+ (2.43)
=271 '

As equagdes (2.35), (2.40), (2.41), (2.42) e (2.43) s@ao expressdes para as fronteiras entre as
zonas estaveis e instaveis do plano Ak, como mostra a figura (2.4).

11
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Figura 2.4: Diagrama de equilibrio para regides proximas a origem do plano Ak.

2.4 Resultados: Resposta Dinamica e Diagrama de Fase

O uso do diagrama de estabilidade, mostrado nas figuras (2.3) e (2.4), serd ilustrado pelo caso
do péndulo com ponto de suspensdo em movimento periddico na direcdo vertical.

Alguns graficos feitos em Matlab de respostas dindmicas e diagramas de fase para um sis-
tema governado pela equagdo de Mathieu exemplificardo os casos de estabilidade e instabilidade.

Casos em que A > 0

As figuras (2.5) e (2.6) mostram os gréficos de resposta dinamica e diagrama de fase para um
sistema governado pela equacdo de Mathieu. Os valores de constantes usados para elaboracao
dos gréficos foram A = 0,1 e k = 0,1. Observando esses grificos, verificamos que o sistema
apresenta um comportamento periddico, estando de acordo com gréfico (2.4) para as coordenadas
em questao.

Mantendo o valor de A constante e aumentando o valor de ¥, segundo o gréfico (2.4), o
sistema passa a ter um comportamento instdvel. Essa mudancga pode ser observada através das
figuras (2.7) e (2.8) que mostram os graficos de resposta dindmica e diagrama de fase para um
sistema com A = 0,1 e Kk = 0,9. Esses graficos revelam que a resposta do sistema aumenta com
o crescimento de T e que o diagrama de fase assume a forma de um foco instavel.

12



Diagrama de Fase

Figura 2.5: Diagrama de fase para sistema comA=0,1e x=0,1.

Resposta Dinamica
T T

10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

Figura 2.6: Resposta dinidmica para sistema comA=0,1ex =0, 1.

Casos em que A < 0

As figuras (2.9) e (2.10) mostram os graficos de resposta dinamica e diagrama de fase para
um sistema governado pela equacdo de Mathieu. Os valores de constantes usados para elab-
oragdo dos graficos foram A = —0,1 e kx = 0,5. Observando esses graficos, verificamos que
0 sistema apresenta um comportamento periddico estdvel, estando de acordo com gréfico (2.4)
para as coordenadas em questao.

13



x10° Diagrama de Fase
T

Figura 2.7: Diagrama de fase para sistema comA =0,1 e x=0,9.

15 10° Resposta Dinamica
- T

0.5F 4

05+ 4

Figura 2.8: Resposta dindmica para sistema com A =0,1 e k =0,9.

Isso mostra que o sistema fosse o péndulo com ponto de suspensdo oscilando periodicamente
na vertical (mostrado anteriormente) com centro de gravidade localizado acima do ponto de
suspensdo (ou seja, A < 0), apesar do sistema possuir um equilibrio instdvel, poderia oscilar em
torno desse ponto de equilibrio instdvel dependendo dos valores assumidos por A e K.

14



Diagrama de Fase
T

Figura 2.9: Diagrama de fase para sistema com A = —0,1 e Kk =0, 5.

Resposta Dindmica

15
101
5 |
> 0
_5 -
-10 L
L [
1 , 1
Periodo
_15 1 I 1 Il 1 1 I
0 50 100 150 200 250 300 350 400

T

Figura 2.10: Resposta dindmica para sistema com A = —0,1 e Kk =0, 5.

Mantendo o valor de A constante e aumentando o valor de K, segundo o gréfico (2.4), o
sistema passa a ter um comportamento instdvel. Essa mudanga pode ser observada através das
figuras (2.11) e (2.12) que mostram os gréficos de resposta dinamica e diagrama de fase para um
sistema com A = —0, 1 e k = 1.0. Esses graficos revelam que a resposta do sistema aumenta com
o crescimento de T e que o diagrama de fase assume a forma de um foco instéavel.
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Figura 2.11: Diagrama de fase para sistema com A = —0,1 e k = 1,0.
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Figura 2.12: Resposta dindmica para sistema com A = —0,1 e Kk = 1,0.
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Capitulo 3

Vibracoes Nao Lineares com
Amortecimento Linear

3.1 A Equacao de Duffing

Muitos problemas de dindmica ndo linear podem ser modelados pela equacdo de Duffing,
mostrada na equagdo (3.1):

X4 ci+ 02x £ ox® = F cos(or) (3.1)

onde:
wy, = freqiiéncia natural de oscilag@o [1/s]
¢ = amortecimento [1/s]
o = termo de ndo linearidade [1/m?s?]
F = forcamento [m/s?]

Equacao Nao Amortecida

Para os casos sem amortecimento, ou seja, ¢ = 0, a equacdo (3.1) reduz-se a (3.2):

$ 4 (0,)%x £ o’ = F cos(r)ous = —(0,)%x F o> + F cos(or) (3.2)

Como uma primeira aproximag¢ao, assume-se a solu¢do da equacgao (3.2) como:

x1 = Acos(r) (3.3)

Utilizando o método iterativo de solucao de equacdes diferenciais, substitui-se (3.3) em (3.2)
e obtém-se:

% = —Aw? cos(wt) T A acos® (or) + F cos(or) (3.4)
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Sabendo que:
cos(or)> = cos®(or) cos(or) = [1 —sin®(or)] cos(wr)
= cos(or) — [cos?(ar) — cos(2wmt)] cos (o) (3.5)

= cos(ar) — cos’ (or) 4 cos(wt) cos(2ar)

2cos(or)?

cos(r) + cos(t) cos(20r)
cos(r) + [cos(3r) + sin(2wr) cos(wt)]

(3.6)

(or)
(oor)
cos(or) 4 cos(3ar) +2[1 — cos?(wr)] cos(wr)
cos () +cos(3r) + 2 cos(or) — 2 cos’ (ar)

1
cos>(or) = Zcos(wt) + 2 cos(3wr) (3.7)

a equacdo(3.4) pode ser expressa por:

3 1
i (1) = —(Aw? + ZA3(X — F)cos(mt) F ZA3OLCOS(30)I) (3.8)

Integrando duas vezes essa equagdo, obtemos uma segunda aproximacao para a solucao da
equacdo (3.2).

(t) = ! A2 + 3A3OL—F] cos(ot) £ Aa cos(3mr) (3.9)
X2 - o2 n=y 362 )
Igualando os coeficientes de cos(®?) em x| e em xp, obtemos:
1 3 3 F
A= @[Am%j:ZA%c—F] ou :mﬁiZAZa—Z (3.10)

Equaciao Amortecida

Sistemas amortecidos sujeitos a forcamento harmoOnico apresentam a dindmica de movi-
mento:

X4 ci+ 02 £ o = F cos(wr + 0) (3.11)
=A|cosmt — Ay sin ©f (3.12)

onde:

F = /A3 + A} (3.13)

Assumindo que uma primeira aproximagao para a equagao ¢:
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x1(t) = Acos ot (3.14)

Substituindo a expressdo de x; em (3.11) e utilizando a relagdo explicitada em (3.7), obtem-
se:

3 aA3
(02 — 0?)A + ZOLA3] COs W — cOA Sin ®f + —,cos 30t = Ajcosmr — Ap sin ot (3.15)
Dessa forma, obtemos que:
3
(co,%—mz)AiZocA3 =A (3.16)
cOA = A, (3.17)

Utilizando a relacdo mostrada pela equagdo (3.13):

3
(02 —0?)A+ ZocA3]2 +(cwA)? = A2+ A2 = F? (3.18)
6 9 2 4 3 2 3 2 2.4 2.2 4 2.2 2
A (Eoc )+A (jziwnocﬂpim o) +A% (0, — 20,0+ 0" +c°0°) —F~ =0 (3.19)

O polindmio do sexto grau (3.19) revela que para cada freqiiéncia de oscilagdo do sistema
(®), a amplitude de deslocamento pode assumir até 6 valores distintos. Considerando somente
os valores positivos para a amplitude, temos trEs valores possiveis. Os gréficos tragcados em
Matlab (3.1),(3.2) e (3.3) mostram as respostas resposta de um sistema em fun¢@o do valor de
forca aplicada para valores positivos de ., valores negativos, e valores nulos.

3.2 Analise de Estabilidade da Equacao de Duffing

Considerando a equagdo de duffing sem amortecimento e sem forcamento externo, temos:

itoixtox’ =0 (3.20)
A equacio da energia potencial é:
1 oo, 1 4
Dessa forma, temos:
dv
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o Positivo

F1 [N/kg]
[ . F2 [N/kg]
. F3 [N/kg]

A few )"

0 0.5 1 1.5 2 25
olo
n
Figura 3.1: Resonéncia em Duffing com o positivo
No equilibrio, ou seja, pontos de estabilidade, os valores assumidos por x sdo:
2
0}
x=0 e x= E” (3.23)

Pose-se visualizar os pontos de estabilidade na figura (3.4).

O sistema governado pela equacdo de duffing apresenta uma resposta dindmica fortemente
dependente das condi¢des iniciais de velocidade e deslocamento. Isso revela caracteristicas de
Ccaos.

Quando o sistema é submetido a um deslocamento infinitesimal do seu ponto de equilibrio, de-

pendendo do valor da velocidade no instante de inicio de movimento, oscila em torno desse ponto
de equilibrio ou em torno de outro ponto de equilibrio.

Esse fendmeno € ilustrado pelo caso so sistema com amortecimento, 0),% =—-05e0a=0.5.

Na figura (3.5) observa-se que para x(t = 0) = xo = 0.52 e para x(t = 0) = x9 = 1.0 o sistema
oscila em torno do ponto x(t — oo) = +1.
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o Negativo
\ \

: : .+ F1[Nfkg]
+ F2 [Nfkg]
1.2 ‘ f © F3[Nrkg] I

o
@

o
o

A few )"

0.4

0.2

Figura 3.2: Resonéncia em Duffing com o negativo

Para o caso no qual xo = 0.54 e para xo = 1.0 temos que o sistema oscila em torno do ponto
x(t — o0) = —1, cruzando somente uma vez o ponto x = 0.

Para o caso no qual xp = 0.57 e para xo = 1.0 temos que o sistema oscila em torno do ponto
x(t — o0) = 41, cruzando duas vezes o ponto x = 0.
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Figura 3.3: Resonancia em Duffing com o zero
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Energia Potencial
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Figura 3.4: Energia Potencial - Pontos de Estabilidade, parAmetros usados: ®2 = 0.5 e o. = 0.5
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Diagrama de Fase
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Figura 3.5: Diagrama de fase para sistema com xp = 1.0 e Xo = 0.52
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Diagrama de Fase
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Figura 3.6: Diagrama de fase para sistema com xp = 1.0 e Xo = 0.54
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Figura 3.7: Diagrama de fase para sistema com xo = 1.0 e X9 = 0.57
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Capitulo 4

Vibracoes com Amortecimento Nao Linear

4.1 A Equacao de Van der Pol

Virios problemas de vibragdes com amortecimento nao linear sdo modelados dinamicamente
pela equacdo de Van de Pol. A principal caracteristica dos sistemas que permitem essa mode-
lagem € a existéncia de um ciclo limite para suas trajetorias de movimento. Independentemente
da amplitude inicial de movimento desses sistemas, o diagrama de fase sempre tende para uma
Unica curva que corresponde a solucdo periddica quando o tempo tende ao infinito.

A equacio diferencial ndo linear de Van der Pol é:

¥—a(l —x?)i+x=0 (4.1)

Nessa equacio o termo ¢,(1 —x?) introduz um amortecimento que assume valores negativos
para pequenas amplitudes de movimento, caracterizando o sistema como acreativo, € assume
valores positivos para grandes amplitudes de movimento, caracterizando o sistema como dissi-
pativo.

Exemplos de sistemas que se enquadram nesse modelo sdo sistemas elétricos de realimen-
tacao.

4.2 Analise de Estabilidade da Equacao de Van der Pol

Nas figuras (4.1) e (4.2) pode-se ver o diagrama de fase e resposta dindmica de um sistema
com xp = 0.001 e xp = 0. Devido ao pequeno valor de x¢ no inicio do movimento, o termo
/(1 — x?) assume valor negativo, caracterizando o sistema como acreativo.

Nas figuras (4.3) e (4.3) pode-se ver o diagrama de fase e resposta dindmica de um sistema
com xg = 5 e x9 = 0. Devido ao valor de x no inicio do movimento, o termo (1 —xz) assume
valor positivo, caracterizando o sistema como dissipativo.
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Diagrama de Fase
3 T T T

Velocidade
o
T
1

Deslocamento

Figura 4.1: Diagrama de fase para sistema com xp = 0.001 e X9 =0

Comparando as figuras (4.1) e (4.3) verificamos que independentemente do valor assumido
por xp no inicio do movimento, o sistema atinge um ciclo limite para o seu movimento.
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Figura 4.2: Resposta dindmica para sistema com xo = 0.001 e xo =0
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Figura 4.3: Diagrama de fase para sistema com xo =5.0e xp =0
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Capitulo 5

Conclusoes

Nesse trabalho foram estudados trés modelos dindmicos lineares e ndo lineares: vibracdes
paramétricas (equacao de Mathieu-Hill), vibra¢des ndo lineares com amortecimento linear (Equagao
de Duffing) e vibracdes com amortecimento ndo linear (Equac@o de Van der Pol).

Griéficos tracados em Matlab mostraram diagramas de fase, respostas dindmicas e o feno-
meno de ressondncia para os sistemas tratados, permitindo dessa forma uma andlise e maior
entendimento das condi¢des de estabilidade e instabilidade dos modelos estudados.

Foram simuladas inimeras condi¢des operacionais para avaliagdo de como parametros exter-
nos ou da prépria estrutura afetam seu comportamento. Verificou-se que em vibragdes paramétri-
cas a estabilidade estd relacionada com os valores assumidos por constantes na equacdo da
dindmica de movimento, j4 quando se introduz uma nao linearidade, obtendo-se a equagao de
duffing, por exemplo, as condi¢des de estabilidade sdo fortemente dependentes das condicdes
iniciais de velocidade e deslocamento.
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