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I ntroducéo

Estudouse 0 comportamento de cascas axissimétricas sob carregamentos de presséo e
diversas formas de condi¢Bes de contorno, utilizando como solugdo o método dos elementos
finitos. O modelo utiliza fungbes preditivas para o deslocamento em cada eemento
descrevendo os deslocamentos radiais e axiais dos pontos da casca. A partir destes obtém-se
as tensdes presentes no elemento. Representacdes gréficas das tensbes sdo apresentadas a
partir de solugcdes em ambiente Matlab.

O estudo € importante para a compreensdo dos métodos numéricos e barateamento dos
célculos envolvendo vasos de pressao, por consegiiéncia buscando diminuir o preco e o tempo
necessario para o projeto destes

Desenvolveurse um programa em linguagem C para simular o problema de vasos de
presséo de paredes finas e espessas sem a necessidade de fazer tratamentos diferentes a estes e
admitir diversas condi¢cBes de contorno e forcamentos. A andlise dos resultados deste é
realizada através da comparacéo com a solucéo analitica disponivel para um caso e com o
atendimento das condic¢Bes de contorno ndo impostas no modelo.

Formulacdo Analitica
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Figura 1 - TensBes no Elemento de Casca Cilindrica
O principio do equilibrio enuncia que se um corpo esta em equilibrio toda parte deste
também esta. Linearizando as fungdes de tensdes por suas derivadas e sabendo que o sistema
€ simétrico axialmente. Usando o equilibrio de forcas na direcdo radial chega-se a seguinte
equacao:
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Assim, utilizando-se das condigdes de contorno onde o cilindro esta sobre presséo

constante p, e p, nas paredes interna e externa respectivamente e ndo ha restri¢céo quanto a

Sua movimentacao, pode-se chegar a conclusdo de que as tensdes cisa hantes t
nulas. Assim reduz-se a equagédo a

‘|1$r+sr-sq -0

I r
Deve-se ainda obter as equacdes que relacionam as deformagdes com o0s
deslocamentos radial W elongitudina U :
dw w au |
r = = ; eZ
ar Yo dz’
Equacbes constitutivas enunciadas pelalel de Hooke para materiais linearmente
elasticos:

€ -0

rq Loz €t ., S0

e, ——[S s +s )] € :é[sq-n(sr+sz)]; ezzé[sz-n(sq+sr)];

Logo, aequacdo diferencial que descreve o deslocamento &

W 10 W oy

dr*> r dR R?
Impondo as condi¢des de contorno, obtém-se as equagdes que descrevem as tensoes:

1 2 1 2 2
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Assim € obtida uma solugdo analitica para um cilindro de paredes espessas sem
nenhuma condi¢do de fixagdo. Esta é usada para comparacdo com as demais solucdes obtidas
no estudo.

Formulacdo M atematica de Cascas

Cascas sd0 definidas como regido entre duas superficies. Para representa-las
matematicamente usa-se a superficie média como referéncia, sendo esta o lugar geométrico
dos pontos equidistantes as duas superficie. A espessura da casca € dada pela soma das
distancias entre a superficie media e as superficies externas ao longo da normal da primeira.
Assim, através da caracterizacdo da superficie média e da espessura ao longo desta, pode-se
definir matematicamente a casca.

Superficie média

Para a definicdo geométrica deste, utilizouse dois referencias ortogonais. Um global,
tridimensional e outro local bidimensional de coordenadas curvilineas longitudinal (x ) e
c rcunferéncia(q). Assim, pode-se caracterizar as coordenadas globais atraves das locais
COMO Na expressao:

X(.a) = f.qa)e + f.(.a)8, + fob.a)e,

Sendo €,,€,,&, 0s vetores da base candnica do referencial global.

Para que a superficie média sgja axissimétrica ao fixar-se avariavel x deve obter-se um
circulo. Portanto reescrevendo X :

X(x.a) =r(x)cosla)e, +r(x)sn(a)e, + z(x)e,

Sendo r(x) e z(x) as coordenadas que definem a geratriz, linha que girada em torno do
eixo e, define aformada casca

Outras varidvels importantes sdo, a variacdo do comprimento do vetor posicdo dse o0s
raios principais de curvatura R e R, e esta é descrita, segundo [Harry, 2004], na equacao:

ds dr

(Méelhorando anomenclatura: s¢=—,r¢=—, z¢= 2 )
dx dx dx

qrls 0 _ el ()0, amizlx)o
gdxg dX & dx g

_ s¢
Rl_rm 26 ¢

s

R, =—

T
Para descrever totalmente a casca e representar a espessura € acrescentado ao
referencial local um eixo perpendicular cuja varidvel associada € z . Considerando a

espessura da casca como sendo h, defini-se outravaridvel: T = gz
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Figura 2 - Sistemas de Coor denadas

Defor macdes e Deslocamentos
Os deslocamentos nas direcoes locais (X ,q,z ) s respectivamente U,,U,e W . Desta
forma segundo [Harry, 2004] as deformagdes podem ser escritas nas formas:
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Formulacdo Numérica

Utilizando o método dos elementos finitos [Bathe, 1995], considerouse a particdo do
continuo em pequenos elementos de geometria simples, neste caso casca com simetria axial,
nos quais sdo impostas condicdes de compatibilidade e equilibrio para obterem se as funcdes
gue descrevem as varidveis desgjadas. Usualmente, no caso estrutural, utiliza-se um conjunto
de fungdes para descrever os deslocamentos no interior de cada elemento a partir de graus de
liberdade nodais (fungdes de forma convencionais). Este método pode ser empregado em
estruturas unidimensionais, bidimensionais (caso presente) e tridimensionais.
U=U,+UT+F T2+Y T? Neste caso de estruturas com elementos cuja geometria

€ uma casca axissimétrica (ex.: cilindros, esferas), admite-se
gue o deslocamento longitudina em um elemento é dado por uma funcéo cubica e o radia é
dado por uma combinacdo linear entre a solucdo analitica para o caso de vasos esféricos e
cilindricos [1]. Os elementos podem ser distribuidos de acordo com a necessidade do usuério
podendo concentra-los nos pontos cuja variagdo dos desdocamentos sga maior.

W, W,
U=U,+UT+F T?>+Y T’e W=W, +Fl +W2R+R—§
Usando as equacdes constitutivas para materiais linearmente el asticos segundo alei de

Hooke e aplicando a condi¢do de contorno de nulidade nas paredes interna e externa da tensdo
cisalhante, € possivel extrair duas variaveis das equagdes acima. Assim segundo [Harry,2004]

___2R(-3R) W 2R(h+3R) W . 4R &, U
L7 h(h?-12R)stx ,.,, h(h?-12R)s¢fx ,_, (h*-12R)&R  ‘ff

e

__2R(AR-h) W 2RMAR+h) W I16R &y |,
LT R (W - 12R)st X L., h(h*-12R%)stfx ,_, h’(h’- 12R)ER 'O

Conhecendo as variaveis necessérias para o calculo do deslocamento, pode-se a partir
do método de energia que minimiza afungdo de energia potencia dP =0:

_1\ TS AN E _l\ TS AN dAnTE _
—Eoe sdv QUAFAdAD dP _EQde sdv QduAFAdA—O

Onde G é o vetor dos deslocamentos, IfA € a forca de superficie, a pressdo que atua no
cilindro, e= [exx e, €, 9, 9, gZX] vetor das deformacoes e
I\T —
S —[sxx Sy Sz Sy Sy, Sal

Por hipétese 0o material obedece a lei de Hooke entdo:s =Ce. C é a matriz
congtitutiva das propriedades €l asticas do material.

O dominio é dividido em elementos e € feita uma aproximacdo para 0 campo de
deslocamentos O em cada elemento através das varidveis que 0s representam agrupadas no

vetorU =[U® U® w® wo we® w® . u® Ul(‘)], i represerta 0 n6 associado
com as variavels. Assim, para todo elemento n [Harry,2004]:
a=H®U
U -

Com as equacdes das deformagdes em funcdo dos deslocamentos, pode-se fazer o
mesmo com relacdo a estas e crair uma matriz que relaciona as variaveis dos deslocamentos
dos n6s de um elemento ao campo de deformactes Harry,2004].

—pM [(Jm
e—B(XyZ)U

L ogo a equacao de minimizagéo fica
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_1l. TRt 8 N AT TE — 1.7 8 — X TE 0 T — B
dP —EQdU BCBUdV-QdU H F,dA=0pP EQB CBUdV—QH F,dA° KU =Ro

_1\ T S—_ A puTpE
nde K_EQB CBdve R=qH F.dA.

O algoritmo se divide entéo em duas partes, uma que calcula a matriz K e outra que calcula o
vetor R.

Os elementos que fazem a discretizacdo do problema continuo sdo unidimensionais,
sua geometria € um arco de cilindro de 1° e seu comprimento € ditado pela divisio da malha.
Estes possuem 4 noés distribuidos de acordo com a figura [Fig] e as coordenadas e
deslocamento na direcéo longitudinal sdo interpoladas através de polindmios de Lagrange.

(—9x3+9x2+x-1) (9>(3+9x2-x-1)_

h (x) = 16 ; h,(x) = 16
3 2 3 2
() = (27x3 - ox2 - 27x +9) C h = (- 273 - ox? +27x +9)
16 16
4 4
re)=a h(r ; zx)=a hX)z
i=l i=1

4 . 4 i
Uos(x)=a h(x)U, ;o Uk) =a hi(x)u,

i=1 i=1

4 _ g i
W, (x) = a h (x)Wg s W) =a hi (x)W

i=1 i=1

4 . g i
W, (x) =a h ()W, ; W5 (x) = a h (X)W,

i=1 i=1

lzou, gttt
4
W
i 5 :;E'm-h
Ein n: E ; Mg 2 &= *1}

"

5 -
L

Figura 3 - Elementos axissimétrico de 4 n6s

Desta forma o Sistema se torna discretizado e linear, podendo ser resolvido apenas
com a inversdo de uma matriz. Porem, ainda é desgjado impor outras restricdes ao modelo
como a continuidade. Para isso € aplicado o0 método das penalidades descrito em
[Harry,2004], onde é somado a funcéo a ser minimizada, o quadrado das fungdes restricéo a
serem prescritas multiplicadas por uma varidvel a de guste de ordem de grandeza para que
sgja feita a minimizagdo da funcgéo quanto a prescricéo da restricéo.

No Programa sdo implementadas duas penalidade, a de continuidade, responsavel por
garantir a continuidade do deslocamento axial nas paredes interna e externa e a penalidade de
fixac8o, responsavel por grantir a fixacdo de uma seccdo reta em um no. Desenvolveuse
uma série de testes para encontrar um valor para a que garantisse a condicdo em diversas
malhas e ndo comprometer a minimizacdo da funcdo de potencial.
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Vé-se que para os gréficos dos deslocamentos ndo apresentam diferencas maiores do
que 1x10°3% o que aparentemente significaria que a variagdo de a ndo influencia muito na
solucdo. Mas ao observar os gréficos das tensdes principalmente o de tensdes radiais, fica
claro que as solugdes onde a =10° ou a =10" ndo atendem as condigBes de contorno das

tensdes na parede interna onde s, =- p,. Quando o valor de a =10° entdo as tensdes
oscilam muito proximas a extremidade fixa, enquanto se a =10" ento as tensdes oscilagdes

ocorrem a0 longo de todo o comprimento significando que a € téo grande que o termo de
restricdo tem mais peso na minimizacdo do que a propria energia potencial.

X j_o'3 Malha de 32 Elem. - Analise de a = 10¥ X 1()'3 Malha de 32 Elem. - Andlise de a = 10*
2 v 20 - : . . v . .
8
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Figura4 — Deslocamento U, da Superficie Média Figura 5 — Deslocamento W da Superficie Média

Malha de 32 Elem. - Analise de a = 10* Malha de 32 Elem. - Andlise de a = 10*
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Figura 6 - Tensdo Axial na Superficie Interna Figura 7 - Tensdo Circunferencial na Superficie
Interna
Malha de 32 Elem. - Andlise de a = 10% Malha de 32 Elem. - Analise de a = 10*
0. T T r T 1 T o T T T
8 8
0.5} 10f1 0:8p 101
oal ———12_ 0.6k — 12} |
0.4p -
0.3 -
0.2p -
s 0.2 - t
22 .
0.1 1
-0.2p -
0 i 0.4 4
-0.1H APY 2 06l i
-0.2p b -0.8h E
o 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 710 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
z z
Figura 8 - Tensdo Radial na Superficie Interna Figura 9 - Tensdo Cisalhante na Superficie
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Casos

Caso 1: Duas extremidades Livres

r = 300mm

h = 50mm

L =1000mm

E =10000MPa
n =03

p. =0.1MPa

11111111 1111111
VYVVVVVVVVVVVVVVY

;pi

As duas extremidades livres na direcgo radial e uma fixa longitudinalmente apenas
para manter um referencial. Essa condicéo é idéntica a condicdo da solucdo analitica
apresentada por tanto, comparagdes entre as solugdes de cada um sdo apresentadas.

Na solucdo analitica os resultados para os deslocamentos na superficie média séo
constantes eiguaisa W =0.0168318 e U, =-0.0151250 j& na solugdo numérica sio

W =0.0168320 e U, =-0.0151253. O erro encontrado entre estes € da ordem de 0.01%

considerado muito pequeno para a uma malha com apenas um el emento.
Na solucdo analitica a equacéo do deslocamento W pode ser expressa por uma funcao :

W = AxR+ %
Na solucdo numérica a equacdo proposta para o deslocamento W &
W, W,
W :W°+F1+W2 xR+R—§

Os valores encontrados para W, e W, devem ser iguaisaB e A 0 que se verificana

L W, - .
solucdo.As variaveis Wy e R_g devem ser despreziveis comparados com o valor de W. Assim,

W, W, : .
W" % @le °que é a ordem de impreciso entre os valores.

As tensfes deste caso sdo constantes ao longo da diregdo longitudinal, mas n&o na
radia. Nesta, as tensdes obedecem as condic¢des de contorno na parede interna a tenséo radial

éigua amenosapressdo s, =- p, astensdes axiais e cisalhantes sdo nulas e a tensdo
circunferencial éigual ao valor da solugdo andlitica s ,, =0.6042MPa. Na parede externa as

tensOes também correspondem as condigdes de contorno sendo todas elas nulas com a
excegdo da circunferencial que tambem corresponde arespostaanalitica s ,, =0.5042MPa.
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Tensoes no elem1: Lon - verm, cir - verd, rad - azul , cis - preto

-0.1] =1

-0.2
-25 -20  -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Figura 10 — Tensdes ao longo da espessura do cilindro

Caso 2: Extremidade Inferior Fixa e Superior Livre

r =300

h =50

L =1000
E =10000
n =03

p, =01

MAAAAAAAAAAAAAAAAAL

b

&

O caso Pinado- Livre descreve a situagéo onde o ponto médio da seccéo reta de um
extremidade esta fixo deixando livre todo o resto do cilindro. O estudo ndo conseguiu
encontrar solucdo analitica para este problema bem como para os seguinte, logo a andlise feita
arespeito destes € meramente qualitativa.

Quanto aos deslocamentos do ponto médio da seccéo reta, pode-se ver que 0 modelo
consegue atender as condicOes de fixagdo na extremidade inferior e suavemente transita para
o comportamento do cilindro livre-livre onde a variagéo é constante. Verifica se também que
para este caso a malha de 8 elemento ja apresenta resultados bem parecidos com malhas de
ordem maior. Naregido de transi¢do, € observado que as solucdes ainda apresentam alguma
distingdo sendo apenas as malhas de 64 e 128 elementos as com menos diferenca. Alem disso
€ possivel visualizar nos gréaficos [13-14] o deslocamento longitudinal dos pontos das seccdes
transversais de cada um dos nos de um elemento que mostra a rotacdo esperada no elemento 1
e no ultimo elemento a rotacdo ndo € observada pois o efeito local da restricdo do nd ndo
influénciamais o cilindro.

Observa-se que as tensdes ndo sao constantes na direcdo longitudinal e por isso o
grafico das tensdes ao longo da espessura € diferente da forma analitica existindo tensdes
cisalhantes e longitudinais apenas na regido mais proxima da restricdo. As condicdes de
contorno para as tensdes (cisalhamento e tensdes normais nas paredes internas e externas) da
s80 observadas em todos os elementos da malha menos no primeiro onde as tensdes ndo séo
bem representadas pelo modelo usado. A convergéncia das malhas com relacéo as tensdes sd
acontece com malhas com mais elementos do que necessarios para 0 mesmo com relacéo aos
deslocamentos. Se comparados, uma malha de 8 elementos apresenta resultados de
deslocamos com erros menores gque 0.01% do que uma malha de 16 elementos, ja as tensdes
SO reproduzem este resultado em malhas a partir de 128 ele. Mesmo neste caso pode-se ver
gue as tensdes ndo satisfazem as condicdes de contorno perto da extremidade com a restricao.



Departamento de Engenharia Mecanica

O programa desenvolvido também permite afacil criacdo de malhas com concentracéo
de elementos em regides desgjadas. Isto pode ser usado para obter resultados semelhantes
com malhas de tamanho muito menor aumentando a eficiéncia das andlises realizadas. Esses
resultados podem ser comparados observando-se as figurag 23-25] onde sdo comparadas duas
malhas, uma com 128 el ementos homogeneamente distribuidos e outra com 20 elementos, 16
distribuidos entre a extremidade fixa e 0s 400 primeiros milimetros e 4 ao longo do
comprimento restante.
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x10° elem Gréafico U0 x z
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Figura 11— Deslocamento U0 da Superficie M édia

128 elem Grafico U=U0+j IxT+FIXT=Y
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Figura 13— Deslocamento UxEspessura (Elemento 128)

elem Gréfico W x z
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Figura 15— Deslocamento W da Superficie Média

elem Gréfico U0 x 2
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Figura 12— Desdlocamento U0 -Zoom de z=[0;25]mm

x10° 128 elem Gréafico U=U0+ j 1xT+F 1XT2+Y 1XT?
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Figura 14— Deslocamento UxEspessura (Elemento 1)

elem Graficos  xz CIRCUNFERENCIAL
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Figural6 - Tensao Circinferencia na Superficie
Interna
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elem Grafico S, X2 RADIAL
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Figura17- Tensdo Radial na Superficie Interna

elem Gréfico te XZ CISALHANTE
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Figura 19 - Tensdo Cisalhante na Superficie I nterna

Tensoes no elem1: Lon - verm, cir - verd, rad - azul , cis - preto
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Figura 21 - Tensdes ao longo da espessura do cilindro
(elemento 1)

128 elem Graficos,, xz  RADIAL
T T T T T T T T T T
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Figura 18 - Tensdo Radial -Zoom de z=[0;100]mm

elem Graficos, xz  LONGITUDINAL MEDIA
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Figura 20 - Tensao L ongitudinal na Superficie
Interna
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Tensoes no elem9: Lon - verm, cir - verd, rad - azul , cis - preto
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Figura 22 - Tensdes ao longo da espessura do cilindro
(elemento 9)
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Tensoes no elem41: Lon - verm , cir - verd, rad - azul , cis - preto

Figura 23 - Tensdes ao longo da espessura do cilindro
(elemento 41)
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Figura 25 - Comparacao da Tensdo Circunferencial
Malha Mista e Homogénea
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Figura 24 - Comparacao da Tensdo Axial Malha
Mista e Homogénea
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Figura 26 - Comparacéo da Tensdo Radial Malha
Mista e Homogénea
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Caso 3: Estremidade Inferior Engastada e Superior Livre

o
YYVVVIVIVIVIVYVVVY

ANNAN\Y

r =300

h =50

L =1000
E =10000
n=0.3

p =01

Situacdo onde toda a face inferior do cilindro ficaimovel. Assim é necessario a
aplicacao da condicao de contorno de fixacao da rotacéo de uma seccéo reta, 0 que no modelo

é feito através da aplicacéo da penalidade de fixacao.

Este caso é muito parecido com anterior sendo necessario observar que a variagdo do
deslocamento W com relagdo ao comprimento € suavizada(NULA) narestricdo. Observa-se
também que o deslocamento longitudinal € nulo ao longo da seccdo reta na restricdo segundo

mostra figura[Fig].

As tensdes ndo apresentam grandes diferencas do caso anterior atendendo as condicoes
de contorno ndo impostas no modelo matemético nas regides afastadas da extremidade
restrita. E verificada a suavizagdo na sua variagdo naregido de engastamento.
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Figura 27— Deslocamento U0 da Superficie M édia
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Figura 29- Tensdo Axial na Superficie Interna
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Figura 28— Deslocamento W da Superficie M édia
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Figura 30 - Tensdo Circinferencial na Superficie
Interna
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Figura 31- Tensdo Radial na Superficie Interna
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Caso 4: As Duas Extremidades Engastadas — Efeito St. Venant

O efeito St. Venant é observado em um caso onde nas duas extremidades sdo impostas
condicdes de fixagdo e o comprimento do cilindro ndo é suficiente para dissipar o efeito local
darestricdo. Assim pode-se comparar 2 casos bi-engastados com malhas de 128 elementos e
comprimentos L = 1500 e L = 600.

r

r =300

h =50

L =1500 ou 600
E =10000
n=03

p =01

o
YYVVVVIVVYVVVIVV VY

ANNAN\Y

128 elem Grafico W x z 128 elem Grafico W x z
0.018, T T 0.018

0.016p - 0.016p -
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0.006 b 0.006p Livre-Livre N
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Figura 32— Deslocamento W da Superficie Média  Figura 33— Deslocamento W da Superficie M édia
com coor denada z parametrizada

Ao reduzir o comprimento do cilindro os efeitos locais s8o somados e assim, 0
deslocamento méaximo aumenta em 2.44 vezes o valor de overshot do cilindro longo.
Comparando com os outros cilindros, pode-se ver que o cilindro tem uma maior resisténcia ao
deslocamento como j& era esperado.

Caso 5: Pressdo externa

r =300
h =50

P, L =1500 ou 600
E = 10000
n=0.3

@ p, =0.1
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E possivel rodar no programa, casos onde a pressio € externa. Como a pressio so

modificao vetor R nasol ugédo KU = R, n30 30 necessarios outros exemplos paravalidar o
model o nesta condicdo uma vez que arigidez da malha, a continuidade e a fixacdo ja foram
analisadas em casos anteriores.

Na solucdo analitica os resultados para os deslocamentos na superficie média séo
constantes eiguaisa W = - 1.89320x10% e U __ =3.16882x107. O erro encontrado entre
esta e a solucdo numérica é da ordem de 0.01% considerado muito pequeno para a uma maha
com apenas um elemento.

Comparando os valores das varidvels relacionadas ao deslocamento W como fito para
0 1° caso observa-se que encontrados para W, e W, devem sdo iguais a B e A da solucéo

anditicae as varidveis Wo e W, / R* que devem ser despreziveis comparados com o valor de

W, W. . -
W segundo a relago: WO @\/\?32 @e *que é a ordem de imprecisio entre os valores

numérico e andlitico.
Astensdes deste caso sdo constantes ao longo da direcéo longitudinal, mas ndo na
radial. Nesta, as tensdes obedecem as condic¢des de contorno na parede externa a tensdo radial

éigual amenosapressio s, =- p, as tensdes axiais e cisalhantes sdo nulas e atenséo
circunferencia éigual ao valor da solugdo andlitica s ,, = - 0.6042MPa. Na parede interna as

tensbes também correspondem as condic¢des de contorno sendo todas elas nulas com a
excegdo da circunferencial que tambeém corresponde aresposta andlitica s ,, = -0.7042MPa.

Tensoes no elem2: Lon - verm, cir - verd, rad - azul , cis - preto

1
25 20 45 10 5 o 5 10 15 20 25

Figura 34 - Tensdes ao longo da espessura do cilindro
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Conclusdes

Da implementacdo e de testes redlizados, através de um programa de elementos
finitos, verifica-se que a analise estrutural de cascas com espessuras que caracterizam serem
finas ou espessas pode ser ratado numericamente de forma unificada, possibilitando fécil
comparagao entre casos. Este programa possui uma interface grafica que permite o tratamento
de véias andlises numéricas simultaneamente. Esta caracteristica é especificamente
importante na avaliagdo da convergéncia das solucOes, para discretizagoes crescentes da
estrutura (convergéncia monotonica).

A f&cil adaptacdo da maha para maior concentracdo de elementos nas regides de
maior variagdo, mostram 0 quanto o programa barateia o modelo de andlise dos vasos de
pressdo, diminuindo o esforgo computacional necessério para o estudo destes.

O estudo de casos mostra a consisténcia dos resultados comparados com a solugdo
analitica disponivel, faltando aos casos mais complexos a comparacdo com solugdes de outros
model os numéricos como por exemplo as solucdes de programas comerciais.
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