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Introducéo

Nos dias atuais, a matemética faz-se presente em todos os lugares. Ao colocar uma
moeda para telefonar ou conseguir balas ninguém para pra pensar em todo o processo que
decorre desde a entrada da moeda até a saida do objeto desgjado. Além do peso, muitos
aparelhos utilizam a forma para diferenciagdo das moedas como um meio de evitar fraudes.
Por isso é de suma importancia a andlise da forma e da curvatura das curvas planas Assim
sendo 0 nosso estudo além de ter interesse matematico também possui aplicacdes préticas.

Objetivo
Esse trabalho objetiva analisar a curvatura das curvas e suas propriedades dando
énfase as curvas de largura constante, demonstrando que, além do circulo, existem
inlmeras outras curvas de largura constante que possuem propriedades muito interessantes.
Todo o estudo abrange apenas curvas convexas e, por essa razdo, as propriedades
demonstradas so sdo vélidas para este tipo de curva

M etodologia

Para construgdo de uma base de referéncias foram lidos e demonstrados alguns
teoremas relacionados a teoria das curvas. Procurou-se a0 maximo entender os conceitos
fundamentais que tratam da curvatura.

Antes de tudo foi preciso conhecer algumas definicbes basicas como o que é curva
regular, curva convexa, comprimento de arco, largura e didmetro. Depois foi feito um
estudo de algumas proposi¢oes cléssicas como o teorema de Euler (a derivada de uma
funcdo anula-se em um ponto extremo interior), o teorema de Jordan (uma curva plana,
simples e fechada define uma regido) e a desigual dade isoperimétrica (a area compreendida
por uma curva é sempre maior que zero e menor ou igual a L2 /4p, onde L denota o
comprimento da curva).

Com esses conceitos fixados, foi feita uma revisdo da andlise de Fourier basica como:

Decomposicdo de uma funcdo h(t) 2p-periodica nabase de Fourier:
h(t) = S(c.e™)
Relacio entre S (c,e€™) e S (a,sen(nt) + bycos(nt))

E uma parametrizacéo especia de curvas estritamente convexasfoi considerada.

Também foi encontrada uma nova demonstracéo da desigualdade isoperimétrica (no
caso das curvas convexas).

Por fim foram analisadas as curvas de largura constante e govados os resultados
abaixo:

- Teorema 1: Em qualquer curva fechada o didmetro e a largura méxima sdo iguais.
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= Corolério: A largura na direcdo u € igual ah(u) + h(-u), onde h € a funcéo
suporte da curva (vide abaixo a definicdo). Além disso, se a largura é
constante, ela é igual ao diametro.

- Teorema 2: Uma curva de largura constante L = atem perimetro L(d) igua a ap.
. Teorema 3; Desigual dade isoperimétrica no caso de uma curva convexa: 4pA£L2.
- Teorema 4: Se a(t) é uma curva de largura constante, as suas curvas paraelas

também tem largura constante.

Algumas defini¢des efatos classicos

Antes de qualquer demonstracdo € preciso saber algumas defini¢cdes tais como as
expressas abaixo:

Sgad[a b] ? R?aparametrizacio de alguma curva simples do plano entéo:

- Umacurvaé ditaregular se paraqualquer ponto a(s), a’(s) ? 0.
- O comprimento L da curva é dado por:

L(a)= da¢s)|ds

- O diametro D é dado por D(s,t)= max{[a(s) - a(t)[}, st1 [a b].

- A largura (L) nadirecdo u é dada por L(u) = h(u) + h(-u) onde h(u) =
Mé&Xa=sh &8 (), U, uT S isto & &’ (s), ui= 0. Logo h(u) é o méximo entre as
disténcias (orientadas) da origem as tangentes a d. A funcdo h é chamada
funcdo suporte

. Seséo parametro de arco, isto é [a’(s)|=1, paratodo s, A curvaturak(s) da
curvaem s é dada por k(t) =a"'(S).

- Uma curva simples é ditaconvexa se a suacurvatura ndo muda de sinal

- Teorema de Euler: A derivada de uma fungéo anula se em um ponto extremo.

- Teorema de Jordan: Uma curva plana simples define umaregido interior.

- Desigualdade isoperimétrica: A area A da regido interior de uma curva plana
simples de comprimento L satisfaz a desigualdade 4pA £ L2. Além disso, se
4pA=L2, acurva é um circulo.

Ferramenta principal: parametrizacdo de uma curva convexa por sua direcdo

normal:
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v

t+p

Seja uma curva convexa parametrizada por d(t) = a(t) n (t) + b(t) t (t), onde a(t) e b(t)
s80 duas funcgoes reais.

Logo, sendo n anormal igual a E:ost] et atangenteigua a {senﬂ

sent cos
d(t) = at) [cos t]+ b(t) feent
sent [cos}

Como assumimos que a curva € convexa, podemos assumir que a uma direcéo n(t)
corresponde um unico ponto da curva. Vamos determinar a(t) e b(t) de modo que n(t) sgao
vetor normal unitario a curva d(t).

Sendon’ =tet =-n, derivando-se d(t), obém-<:

di)y=ad@)n+at)yn+b'(t) t+b(t) t’
dt)y=@ -b)yn+@+b)t
n normal implica que:
<d,n>=a —b portanto, d(t) =a(t) n (t) + a(t) t (t)
Alémdisso, h(t) = < d(t) , n > = a(t), ou sgja a(t) € a funcéo suporte h(t).

Observamos também que d'(t) = (h(t) +h’’ (t)) t', em particular h(t) +h’’ (t) ndo pode
anular-se. Portanto assumiremos que h(t) + h'’ (t) > 0.

Como -n(t) = n(t+p), conclui se que alargura de d(t) nadirecdo n(t) €igud a h(t)
+h(t+ p) (usando o corolario do Teorema 1).

Resumindo: podemos parametrizar uma curva convexa da seguinte maneira: d(t) =
h(t)n(t) + h’ (t(t), onde h(t) € qualquer funcéo 2p periddicatal que h+ h’’ > 0. Além disso,
h(t) é afuncdo suporte da curva ea sualargura (nadiregdo n(t)) € h(t) + h(t+p).

Demonstracdo dos Teoremas

A. Demonstracdo do Teorema 1 (Em qualquer curva fechada o diametroealargura
maxima sao iguais):
SejaD(s, t) o didmetro, essa fungdo atinge seu maximo em (%, to) tal que:

1D 1D ) N o
Blet) =1t 0P H®1ac)-al)=()als)al) =0

Afirma-se isso pela aplicagdo do teorema de Euler que diz que todos os pontos de
maximo témderivadasiguais a zero.
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Por definicdo todos os pontos da curva estdo contidos entre a(g) e a(to) e esse
diametro e igual alargura 2w na direcéo de a(so) como demonstramos. Logo DE Wmax.
Agorapeguemosu i Stesotol [a b]. Ento:

2w(u) = h(u) +h(-u) = <a (So): U>+ <a (to)i'u> = <a (sp)-a(ty), U> £|a (s))-a (to)|

Do que concluimos que D = 2w(u) para qualquer u.

Logo concluimos que D = 2w(u) como queriamos demonstrar.
Concluséo:

Curvas convexas de largura constante tém seu diametro realizado por todos o0s pontos
(p) da curva e seus respectivos pares (p’) que estdo situados na norma a a(p) a uma
distancia D = 2w que é constante.
Corolério:

A largura na direcdo u é igual ah(u) + h(-u). Além disso, ® €la é constante, ela é
igual ao didmetro.

B. Demonstracédo do Teorema 2 (Uma curva de lar gura constante 2w tem perimetro
L (d) igual a 2wp):

Suponhamos uma curva de largura constante L = h(t) + h(t + p) = 2w, entdo L(d) =
2pw.

Se d tem largura constante 2w ent&o, usando a parametrizacdo especial:

L ()= 2pdd &t)|dt = Zah(t) +het)|dt = zah(t) + hdgt) )dt

= (p‘jq(t)dt + E)hm)dt = 8h(t) +h&2p) - hq0) dt

= i‘j1(t)dt + zé1(t)dt = pc‘p(t)dt + pc‘jw(t¢+ p)dt¢

p p
= gfh(t) + h(t+p))dt = Rwdt = 2pw
0 0

Corolario: o comprimento de curvas convexas € sempre 2pw, independente de a largura ser
constante ou n&o.

C. Demonstracéo da desigualdade isoperimétrica (caso das curvas convexas):

Calculemos agora a area do interior da curva utilizando a parametrizacéo por h(t) eo
teorema de Green.

Gyixdy = GgRot(F)dxdy = ¢ F T > dl, onde F:lg’ Y2 logo Rot(F) =1
w w g 2gx (4]
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2p1ae h(t) sent- hd(t)costoae sentg
h(t)cost - h&ent cost

2p
\

=

(h(t) serft + het) costsent + h(t) cos?t - hdt) costsent)(h(t) + higt))dt =

7

0

th(t) L (1) + hegt) )t —§d1 ()t + d1(t)h(l(t)dt——
2E‘jﬁ(t)olt +h(they)” - dhc(t) Fdt= gn*(t)dt- dhcl(t) )dt
Para compar?sr esta expressao com o compri mento vamos |ntrodu2|r asérie de
Fourier de h:
Sgah(t) =w + a;cos(t) + bysen(t) + apcos(2t) + bpysen(2t) + azcos(3t) + bssen(3t) e
[’ (t)] = h(t) + h*’(t). Logo:
h'(t) = - aysen(t) + bycos(t) - 2apsen(2t) + 2b,cos(2t) - 3agsen(3t) + 3bzcos(3t)
h'’(t) =- acos(t) - bysen(t) - 4axcos(2t) - 4bpsen(2t) - 9agcos(3t) - 9z sen(3t)
|’ ()| = w - 3apcos(2t) - 3bysen(2t) - Bazcos(3t) - 8bszsen(3t)

S( t) b ( t) ntl nt| 0 b @nti _ e— nti O
anCO nt) +b,sen(n aan =+ Db, ==
g 2 g 2 g
W+aentl£n ntlé{\@h (_),nl N
2 ;a e 2 g
:i:Cn=ga”_2b”|9,n3 0
h(t)=§ c.e™,nl Zj € b'z
. + A
ic, =@ W0 g
) e 7]

2
A= d‘ (t)dt- tht) dt—dl (t)dt - dha(t) %( c.e™?- (§ nic,e™)?

A=pa ||cn|| -pan IICnII =pd (- n)c,[

Podemos fazer essa substituicdo, pois a familia €™ é ortonormal com respeito ao
produto escalar <,> = . Logo A= p S(1-P) |c,||?

i
Te2=w
A a,’ 2"Ir' big 1
o 2 2. A&, th, »_ad,-bio 2 -
= =1 T ic°= n:="|a°-2abi-b 0
a.”cn" W+ 2 _:_Cn g 2 5 4(an a0l n)n>
] 2
o2_a@ thio _1
Ic, "= - ==\a,”+2ab, - n<0
fo = g8 =2l +2ani- b)

Finalmente, temos A =p w? + p S (1-r?)(a + by?).
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Como o segundo termo é negativo (ja que 1-n é negativo), temos A = p W#, portanto :
ApA =4p w2
Por outro lado, vimos no Corolério do Teorema 2 que L=2p w e logo L? = 4p w2
Concluimos entdo que:
4pA = L?, que é adesigual dade desejada.

D. Demonstracéo do Teorema 4 (sea(t) € uma curvade largura constante, as suas
curvas paralelastambém tém largura constante):

Se d(t) é a parametrizacdo de uma curva e n(t) o seu vetor normal unitario, entdo a
curvas paraelas sdo parametrizadas por dg(t) =d(t) + en(t). Usando a parametrizacdo
especial:

d(t) = h(t)n(t) + b’ (Ht(t), logo:

de(t) = (h(t)+€) n(t) + h'(t) t(t), ou sgja, a funcdo suporte da curva paraela é:

he(t) = h(t) + e

Decorre que se a curva d tem largura constante w, isto € h(t)+h(t+p)= 2w, teremos:

he(t) + h(t+p) = h(t) + e+h(t+p) + e = 2w + 2e, assim, acurva paralelad. tem largura
constante igual a 2w + 2e.

Resultados obtidos

Essa pesguisa aém de demonstrar teoremas j& conhecidos e unir conceitos distintos,
facilitando o estudo dessas curvas, consegue propor uma nova demonstracéo para a
desigual dade isoperimétrica no caso de curvas convexas.

Conclusao

Com essa pesquisa ficara mais facil de adquirir todo o conhecimento basico
necessério para se fazer uma analise mais profunda da curvatura das curvas e suas
propriedades. Ela pode ser 0 comego de muitas pesquisas nessa area.



