Departamento de Mateméatica

ESTIMATIVASDE CURVATURASEM CURVASDISCRETAS -
GEOMETRIA PROJETIVA

Aluno: luri Sobral
Orientador: Marcos Craizer

I ntroducéo

A geometria projetiva surgiu com as dificuldades dos artistas do Renascimento de dar aos
guadros gque pintavam uma forma tal que as pessoas, ao olharem, identificassem o objeto real sem
dificuldades. Isso levou os artistas a estudarem profundamente as leis que determinam a
construcao de projegdes, e com esses estudos eles chegaram a teoria fundamental da perspectiva
geométrica, que se expandiu, através de um pequeno grupo de mateméticos franceses motivados
por Gerard Desargues.

Desargues publicou um tratado original sobre secdes conicas, aproveitando idéias de
projecdo, mas esse trabaho foi ignorado e esquecido pelos mateméticos da época e todas as
publicacdes desapareceram, e 0 que os levou a tal falta de interesse sobre esse trabalho foi a
geometria analitica que foi introduzida dois anos antes por René Descartes e uma terminologia
excéntrica adotada por ele.

Mas o0 gedmetra Michel Chasles conseguiu ressuscitar o trabalho de Desargues ao escrever
sobre a historia da geometria, apds encontrar uma copia manuscrita de seu estudo feita por um de
seus seguidores. Assim, o trabalho de Desargues foi reconhecido como um dos cléssicos no
desenvolvimento da geometria projetiva. O ressurgimento da Geometria projetiva foi
impulsionado por Poncelet, um prisioneiro de guerra russo, que sem livros nas maos criou sua
grande obra sobre a geometria projetiva publicada em 1822 com o titulo de “Tratado das
propriedades projetivas das figuras’. Esta obra deu inicio ao chamado “grande periodo da histéria
da geometria projetiva’, que abriu espaco aos grandes mateméticos. O trabalho de Desargues e
Poncelet levou os gedbmetras a classificar a geometria em duas categorias: Propriedades métricas,
gue levam em conta as medidas das distancias e dos angulos e as Propriedades descritivas, que
tratam das relagdes e posi¢des dos elementos geométricos entre Si.

Objetivos

Estudar uma metodologia de andlise geométrica diferente das convencionais, buscando
aplicar esse conhecimento em curvas parametrizadas em R e R®, calculando seus comprimentos e
curvaturas projetivas. Ao se fazer isso, podemos efetuar transformagtes lineares em curvas,
verificando suas curvaturas projetivas antes e depois das transformagdes, analisando-as e
comparando-as mediante a Geometria Projetiva.

Utilizando-se do programa de computador Maple 9, podemos plotar tais curvas e observa-
las graficamente para obter resultados visuais e coerentes com os célcul os.

Metodologia

Dada uma certa curva A(t), parametrizada em R®, podemos calcular seu comprimento
projetivo s pelas seguintes relacOes:
. H(t) = r — (1/3)pqg + (2127)p° - (L2)q + (U3)pp’ + (L/6)p’";
sendo:
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A partir do H(t), podemos obter a curvatura projetiva K, grandeza de maior importancia
paratodo o projeto de pesquisa:

K =H(t) °[- (V2)p' - (U6)p” + (U2)q— (H()" /3 H(t)) + (7 H(H)'*/18 H(®);

No entanto, ao utilizar o programa Maple 9, smplificamos de forma significativa o
trabal ho, criando procedimentos que, dada uma certa curva, o programa calculava o comprimento
e acurvatura projetiva. Para calcular o comprimento projetivo, o codigo de programacéo €&
CalculoSigma:= proc(A) with(LinearAlgebra): with(V ectorCal culus):

Al:=TangentVector(A,t); A2:=TangentVector(Al,); A3:=TangentVector(A2,);
M1:=<<A3>|<A1>|<A>>; M2:=<<A3>|<A2>|<A>>; M3:=<<A3>|<A2>|<A1>>;
M4:=<<A2>|<A1>|<A>>; p:=-Determinant(M 1)/Determinant(M4);
g:=Determinant(M 2)/Determinant(M4); r:=Determinant(M 3)/Determinant(M4);

H:=r - (1/3)*p*q + (2/27)*p"3 - (V/2)*diff(q,t) + (1/3)*p*diff(p,t) + (1/6)* diff(p,t$2);
sigma:= int(H™N(1/3),t); end proc;
Para calcular a curvatura projetiva, o codigo de programagao é:

CalculoK := proc(A) with(LinearAlgebra): with(VectorCal culus):
Al:=TangentVector(A,t); A2:=TangentVector(Al,t); A3:=TangentVector(A2,);
M1:=<<A3>|<A1>|<A>>; M2:=<<A3>|<A2>[<A>>; M3:=<<A3>|<A2>[<A1>>;
M4:=<<A2>|<A1>|<A>>; p:=-Determinant(M 1)/Determinant(M4);
g:=Determinant(M 2)/Determinant(M4); r:=Determinant(M 3)/Determinant(M4);

H=r - (U3)*p*q + (227)*p"3 - (V2)*diff(qt) + (U3)*p*diff(p,t) + (1/6)*diff(p,t$2);
K:=simplify(HN-2/3)*( (-U/2)*diff(p,t) - (U6)*p*2 + (V2*q - (U*diff(H,1$2)/H +
(7/18)* (diff(H,t))"2/H"2 ),power, assume=positive); end proc;

Conclusdes

A partir dos métodos e recursos utilizados, foi possivel determinar comprimentos e
principalmente cur vaturas projetivas de curvas, geramente espirais logaritmicas, observando-as
em R. Também foi comprovado que, apds uma transformagdo linear, uma curva tem a sua
curvatura projetiva inalterada.
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Observacéo do orientador

O auno teve que interromper o projeto de pesquisa por motivos pessoais e foi substituido
por outro aluno, que iniciou um Novo projeto.



