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I ntroducéo

Foram estudados modelos que descrevem experimentos que possuem um numero finito
de resultados possiveis, alguns conceitos e alguns teoremas probabilisticos que dizem respeito
a0 que acontece, quando 0 numero de experimentos é muito grande. Ta estudo € necessario
para posterior aplicacdo em passeios aleatorios, objetivo fina do projeto.

Ser&o apresentados a seguir algumas definicdes, leis e exemplos do que foi estudado.

Algumas definicbes

Seja U = {u!, \,..., &} um conjunto correspondente a um nimero finito de resultados
possiveis U/ n ?[1, k] paraum certo experimento. A cada resultado U', € associado um niimero
p"/ p" ?[01] tal que ? p" = 1. Tal nimero p" é a probabilidade de que ocorra o resultado U’
nesse experimento. A probabilidade de uma parte de U é a soma das probabilidades de seus
elementos. Em particular, p(U) = 1.

Uma varidvel aeatdria € umafuncdo F U ? R. O vaor esperado da variavel aleatoria
E[F] =2f'p(F=f"),ondef'évaor queavaridvel assumeep( F =f ') é a probabilidade de
que avariavel sejaigua af'. Por exemplo, seja U = {0,1}?, o conjunto de resultados possiveis
de se jogar uma moeda duas vezes, onde O representa cara e 1 representa coroa. Sgja F(a,b) =
a+b. EntGoE[F] =0+ Y4+ Ya+%=1).

A lei dos grandes nimeros

Seja Sn uma variavel aeatoria que é definida como o nimero de vezes em gue ocorreu
um determinado evento E num nimero n de experimentos. A lei dos grandes nimeros diz que
se p for a probabilidade de ocorrer 0 evento E, entdo o lim Sn/n = p. Essa lei também pode ser
escrita em funcdo do valor esperado E[Xn] de uma varidvel aeatoria independente e
identicamente distribuida Xn. SgjaKn = ? Xn, entdo lim Kn/n = E[Xn].

Exemplo 1

Podemos aplicar a lei dos grandes nimeros, ao experimento de jogar uma moeda (que
ndo se sabe a principio se é viciada ou ndo.). Apds jogar cara ou coroa um nimero muito
grande de vezes, percebesse qual a relagdo entre a propor¢do do nimero de caras e a do
numero de coroas. Como se sabe, se a moeda ndo for viciada, a probabilidade de cara é igual a
probabilidade de cair coroa. Pela lel dos grandes nimeros, se a proporcdo do nimero de caras
for diferente da do nimero de coroas, entdo a moeda é viciada.

A lei do logaritmo iterado
Essa lel mostra a taxa de convergéncia da lei dos grandes nimeros. Segja Sn a variavel
aleatéria definida acima e p a probabilidade de o evento associado a ela ocorra, entdo:

limsup (Sn — np)/(2p(1-p)nininn)(L/2) = 1 entdo, limsup (Srnp)=8
e
liminf (Sn-np)/(2p(1-p)ninlnn)*(1/2) = -1 entdo, liminf (Sn-np)=-8
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Exemplo 2
Considere um passeio em Z, o conjunto dos inteiros, definido da seguinte forma: Seja Xn
uma varidvel aeatdria que representa o tamanho do passo na enésima passada. Suponha que
existem numeros naturais k e b, tais que Xn = k, com probabilidade p e Xn = — b, com
probabilidade 1- p, n € o nUmero de passos (tempo), aposicao inicial é o ponto 0 e n(inicial) =
0. Sga Jn = ?Xn, uma variavel aeatdria que representa a distancia até a origem no passo n. O
valor esperado de Xn &
E[Xn] = p(k+b) —b.
Se p > b/(b+k), entdo E[Xn] > 0 e pelalel dos grandes nimeros:
lim Jn = 8. (O passeio se distancia da origem pelo lado positivo).
Se p < b/(b+k), entdo E[Xn] < 0. Pelalel dos grandes nimeros.
lim Jn = -8. (O passeio se distancia da origem pelo lado negativo).

Isso ndo significa que se E[Xn] for maior que zero, uma vez comegado 0 movimento 0 passeio
nunca mais volte a origem. Neste caso, existe uma probabilidade positiva dele voltar para o
ponto zero, mas pela lel dos grandes nimeros, ele so fard isso um numero finito de vezes. O
mesmo se aplica caso E[Xn] seja menor que zero. Mas o que acontece se E[Xn] for nulo?

Este caso se torna menos trabalhoso de ser analisado, se b for igual k eigua a1, entdo p =
0,5 e Jn=2Sn —n (onde Sn é 0 nimero de passos positivos), pelalel do logaritmo iterado:

limsup(Snn/2) =8 e liminf(Snn/2) =-8
Como Jn = 2(Sn-n/2),
limsupJdn=8 e liminf Jn=-8.

Como cada passo tem um valor unitério, 0 passeio vai passar por todos os pontos de Z um
numero infinito de vezes O mesmo resultado também € valido para outros valores de k e b,
porém a demonstracdo € mais complexa. Generalizando, “Um passeio aleatério em Z €
recorrente (volta a origem um ndmero infinito de vezes) se e somente se é centrado ( E[Xn] =
0)".
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