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Introduciao

O presente trabalho trata da estimacdo de modelos em espaco de estado, com especial
destaque aos nao-lineares / nao-Gaussianos. Os modelos em espago de estado sdo conhecidos
na literatura de séries temporais por tratarem as observacdes como fungcdo de componentes
nao-observaveis (estado), como tendéncia, sazonalidade e volatilidade. Tal assunto é de
extrema relevancia para estudantes e pesquisadores das dreas de estatistica, econometria e
qualquer outro ramo de pesquisa interessado na andlise e previsao de séries temporais.

Nosso objetivo central foi estudar uma metodologia de estimac¢io de modelos em espago
de estado que se aplique a modelos nao-lineares / nao-Gaussianos. Para tais modelos, ndo é
possivel utilizar o Filtro de Kalman, método de estimag@o largamente utilizado para modelos
em espago de estado lineares Gaussianos. Para modelos ndo-lineares Gaussianos, como uma
primeira aproximacgdo, pode-se aplicar o Filtro de Kalman Estendido (FKE). No entanto,
verifica-se, entre outras deficiéncias, que esse método de estimacdo produz estimadores
viesados para o estado. Com o objetivo de sanar estes problemas do FKE, estudamos e
implementamos uma metodologia baseada em simulacdo Monte Carlo, denominada de
“Amostragem por Importancia”, a qual se aplica a modelos ndo-lineares / ndo-Gaussianos,
produzindo estimadores assintoticamente ndo-viesados e consistentes. O Filtro de
“Amostragem por Importincia” também é chamado de Filtro IS, onde IS significa
“Importance Sampling”.

Parte 1 - Modelos Lineares Gaussianos

Inicialmente, foi implementada, na linguagem de programac¢do Ox, uma rotina de
estimagdo de modelos lineares Gaussianos através da metodologia do Filtro de Kalman. Foi
gerada, através de simulacdo, uma série temporal como realizagdo de um processo estocastico
denominado de “modelo de nivel local”. Os resultados da estimag¢do do modelo a partir da
série gerada com 0 mesmo modelo foram satisfatérios. A maximizagcao numérica da funcio de
verossimilhanga respondeu bem a diferentes valores iniciais e a diferentes parametros
populacionais utilizados na simulacdo do processo.

Segue abaixo a explicacio passo-a-passo do que foi feito :

Modelo de nivel local :

Valores utilizados :

Ve =0 T & & ~ N(Oa 6822)
Ogrp = O T 1 M.~ N(0, 6y) n > 100
o, =1.5
2 _
ondet=0, ...,n oy =09

Qp= 0.0
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Algoritmo em linguagem Ox para a constru¢do (simulagdo) do modelo de nivel local :

Var_Epsilon = 1.5;
Var_Eta =0.9;

Eta = sqrt(Var_Eta) * rann(n,1);
// rann(n,1) retorna uma Matriz aleatéria Normal(0,1) nx 1
Epsilon = sqrt(Var_Epsilon) * rann(n,1);

alfa[0][0] = 0.0;

for (i = 0; i<n; i++)
{
y[i][0] = alfa[i][0] + Epsilon[i][0];
if i !=n-1)
alfa[i+1][0] = alfa[i][0] + Eta[i][0];

A Figura abaixo apresenta o grafico de y em fungdo do tempo e de a em fung¢éo do
tempo :
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Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman € um algoritmo adaptativo cujo objetivo € estimar, seqiiencialmente,
o estado nao-observado de um modelo em espaco de estado. Nos modelos estruturais, que sao
casos particulares dos modelos em espaco de estado, o vetor de estado corresponde as
componentes niao-observdveis que descrevem a variacdo de uma série temporal, como, por
exemplo, tendéncia, sazonalidade e ciclo. A estimativa é feita de forma recursiva a medida
que novas observagdes sao reveladas. Esta caracteristica traz efici€éncia computacional ao

método.
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Recursodes do Filtro de Kalman :

a1 = ac+ Ky
2
Py =Pc*(1 - Ky + On

onde :

Vi=Ye-dt
F =P +0/
K.=P,/F,
a0=0.0
P():0.0

Algoritmo em Ox para o cdlculo das recursdes do Filtro de Kalman :

a[0][0] = 0.0;
P[0][0] = 1076; /l Tnicializagdo Difusa

for (i = 0; i<n; i++)
{
v[i][0] = y[il[O] - a[i][O];
F[i][0] = P[i][0] + Var_Epsilon;
K[i][0] = P[i][0] / F[i][0];
if i !=n-1)
{
a[i+1][0] = a[i][0] + (K[i][0] * v[i][O]);
P[i+1][0] = P[i][0] * (1 - K[i][0]) + Var_Eta;
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A Figura abaixo apresenta o grafico do estado filtrado e de sua variancia ao longo do
tempo :

Estado Filtrado

25k | Variancia do Estado Filirado

251 /\

00 \/_/ \/‘/
-25

Suavizacao :
Recursdes da suavizacao do estado :

O = a; + Pt*rt.l
Vt=Pt'Pt2*Nt-l

onde :
Lt = 1 - Kt
rer = (vi/ F) + Li*r

Nui=(1/F) + L& * N,

o ~ estado suavizado
V. ~ variancia do estado suavizado

Algoritmo em Ox para o célculo das recursdes da suavizacio do estado :

smooth[0][0] = 0.0;

Var_smooth[0][0] = 10"6; // Inicializagdo difusa
r[n-1][0] = 0.0;

N[n-1][0] = 0.0;

for (i = n-1; i>0; i--)

{
r[i-11(0] = (I/F[i][0]) * v[il[0] + LLi][0] * r{i][0];
smooth[i][0] = a[i][0] + P[i][0] * r[i-1][O];

N[i-1][0] = (1/F[i][0]) + (L[i][0]"2) * N[i][O];
Var_smooth[i][0] = P[i][0] - (P[i][0]*2) * N[i-1][O];
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A Figura abaixo apresenta o grafico do estado suavizado e de sua varidncia ao longo do
tempo :

75

Estado Suavizado Variancia do Estado Suavizado

50F

25F

0o

Queremos, agora, estimar os parametros do modelo de nivel local. Para isso, usamos
novamente o pacote OxMetrics. Fizemos uma rotina que estima os pardmetros do modelo
usando o método da maxima verossimilhanga. Usamos uma fun¢ao de maximizacao do
proprio OxMetrics baseada no método de Quasi-Newton.

Nomeamos a fungdo de “flog_verossimilhanca”, por se tratar de uma funcao que
calcula o resultado da funcdo log da maxima-verossimilhanga. “vp” € o vetor de parametros a
ser estimado. No caso, vp[0] é a variancia de ‘€’ e vp[1] é a variancia de ‘n’. adFunc € o valor
da funcgdo a ser retornado. avScore € uma dummy onde zero indica maximizacdo com
derivadas numéricas e 1 indica maximizac¢do com derivadas analiticas. amHessian é sempre
zero para o caso da maximizacao por Quasi-Newton, ja que tal método nao utiliza matriz
Hessiana.

As variaveis do Filtro de Kalman foram definidas globalmente, de forma que qualquer
funcdo pode modificar seus valores. Por isso, elas ndo entraram como pardmetros da fungéo.
Através do uso de um pouco de dlgebra, chega-se a equagdo que define o log da
verossimilhanga como func@o das varidveis de saida do Filtro de Kalman :

Log(L) =-("/2) * log(2m) — ('/2) * £ (log(Ft) + v/F,)
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flog_verossimilhanca (const vp, const adFunc, const avScore, const amHessian)

{

decl i;

a[0][0] = 0.0; // Valores iniciais
P[0][0] = 1076,

for (i = 0; i<n; i++)
{

v[1][0] = y[i][O] - a[i][O];

F[i][0] = P[1][0] + vp[O];

/Ivp[0] = variancia (a ser) estimada de Epsilon

K[i][0] = P[i][0] / F[i][O];

if (i !=n-1)

{
a[i+1][0] = a[i][0] + (K[i][0] * v[il[O]);
P[i+1][0] = Pi][0]*(1-K[i][O]) + vp[1];
/Ivp[1] = variancia (a ser) estimada de Eta

}
//Fun¢do de Log_Verossimilhanga :
adFunc[0] = (-1)*(n/2)*log(2*pi);

for (1 = 0; i<n; i++)
adFunc[0] = adFunc[0] - (1/2)*( log(F[i][0]) + ( (v[i][0]*V[i][O]) / F[i][0] ) );

adFunc[0] = adFunc[0]/10000;
/1 Dividir por 10.000 melhora a convergéncia

return 1;

}

No exemplo mostrado abaixo, usamos o%=100¢ 02n = 10 como valores populacionais
para gerar as séries de y e alfa (estado). Em seguida, usamos as séries geradas para estimar os
pardmetros. Tivemos bons resultados usando valores iniciais de 1.0 para ambos os
parametros. A funcao ‘MaxBFGS’ utiliza o método de Quasi-Newton para maximizar a
funcdo ‘flog_verossimilhanca’.
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/! Valor inicial para o estado:
alfa[0][0] = 0.0;
/! Valores populacionais para Var_Epsilon e Var_Eta :

Var_Epsilon = 100.0;
Var_Eta=10.0;

Epsilon = sqrt(Var_Epsilon) * rann(n,1);
Eta = sqrt(Var_Eta) * rann(n,1);

for (1 =0; i<n; i++)

{
y[i][0] = alfa[i][0] + Epsilon[i][0];
if G !=n-1)
{
alfa[i+1][0] = alfa[i][0] + Eta[i][0];
}
1

vp = zeros(2,1);

vpl0][0] = 1.0;

vpl[11[0] = 1.0;

MaxControl(1000, 1, 1);

ir = MaxBFGS(flog_verossimilhanca, &vp, &dfunc, 0, 1);

print("\n", MaxConvergenceMsg(ir), " using numerical derivatives", "\nFunction value = ", dfunc, ";
parametros: ", vp);

}
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O output do programa € mostrado abaixo :

0x version 4.82 (Windows> (C> J.A. Doornik, 19942006
Thiz version may be used for academic research and teaching only

Strong convergence using numerical derivatives
Function value = —@.8385342; parametros:

A expressdo “Strong convergence” indica que o processo de maximizagao foi bem-
sucedido. Os valores encontrados foram bastante préximos dos populacionais.

Valor populacional Valor Estimado (n = 100)
o’ = 100.00 o, =81.571
6%, = 10.00 o’ = 12.009

Agora, iremos repetir o procedimento de estimacao para amostras maiores. Eis o
output do programa com amostra de 200 observacdes :

Ox version 4_82 (Windows> (C> J.A. Doornik, 19942006
Thiz version may he used for academic research and teaching only

Strong convergence using numerical derivatives
Function value = -A.A783312; parametros:
73.828
16.716

Novamente, a expressao “Strong Convergence” sugere um processo de maximizacao
sem complicagdes. Os valores dos parametros estimados aumentaram. A variancia estimada
de € se aproximou um pouco mais do valor populacional, mas a varidncia estimada de 7 se
distanciou de seu valor populacional.

Valor populacional Valor Estimado (n = 200)
o’ = 100.00 o’ = 93.020
o’ = 10.00 o’y =16.716

Por fim, veremos o mesmo processo com uma amostra de 500 observagdes :

Ox version 4.02 (Windows?> <C> J.A. Doornik,. 1994-2006
Thiz version may bhe used for academic research and teaching only

Strong convergence using numerical derivatives
Function value = -A.194186; parametros:

91 .56A

14.551
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Dessa vez, o aumento do nimero de observagdes fez reduzir o valor dos pardmetros. A
variancia estimada de € ficou mais distante de seu valor populacional, enquanto a varidncia
estimada de n ficou mais préxima de seu valor populacional.

Valor populacional Valor Estimado (n = 500)
o’ = 100.00 6’ =91.560
o’ = 10.00 o’ = 14551

Para visualizar a diferenca implicada no modelo pelos parametros populacionais e
estimados, serdo ilustrados, a seguir, graficos comparando o estado filtrado com os valores
populacionais e estimados.

(n=100)
25 [ Estado Filtrado com valores populacionais Estado Filtrado cnn/ﬁ‘lb‘rqs eslimadns‘
o—<= = -
[ \
L \_/
[ - W\\ /\\\
25 — b ~
[ A . J/i\/\\ // \f/ / \
[ \ ~ / s \ /\/
50 W/ N
L 1 1 1 1 1 P \\/ L 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

[ ‘ %ia do Estado Filtrado com valores populacionais

Variancia do Estado Filtrado com valores estimados
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(n = 200)
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Agora, serdo mostrados graficos dos estados suavizados com os valores populacionais e
estimados :

(n=100)

25

[ | — Estado Suavizado com valores populacionais stado iZado tam valores estimados

-50F —

F |~ Variancia do Estado Suavizado com valores populacionais Variancia do Estado Suavizado com valores estimados

201
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(n=500)
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Parte 2 — Modelo de Tendéncia Linear

A seguir, estudaremos o modelo de tendéncia linear, em que o estado é representado por
um vetor de duas posi¢des.

Modelo linear Gaussiano geral:
yi=ZdFo + & &~ N(0, Hy)
a1 = Te*oy + Re*n, M~ N(@O, Q)

Modelo de tendéncia linear:

Vo= et & L&~ N(0, Ggi)
Mer1 = M T Bt + ét ,E_;t ~N(0, 5é2)
B =P+ & .G~ N(O, O¢ )

Em notac¢do de Espaco de Estado, temos:

m
= 9 || e
B
Hert 1 1Y (e 1 0 & o 0
= * % X Ht =[ 682] Qt =
i 0 1/ B 0 1 & 0 o

Valores iniciais utilizados:

cgi =15
222 : (2)8 Algoritmo em Ox que preenche y(t) e alfa(t):
alfa[0] = zeros(2,1);
Ho B 0 for (t = 0; t<n; t++)
= . (
Po y[t] = Z*alfa[t] + Epsilon[t];
if (t !I=n-1)
alfa[t+1] = T*alfa[t] + R*Eta[t];
}
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Recursodes do Filtro de Kalman:

Vi =Y - Zi*a F, = Z*P*Z + H;
K= T#P*Z, *F, ! L =T.- K*Z
a1 = Ti¥ag + Ky, P = T#FPHLY + R7FQ*RY

Algoritmo em Ox que obtém as recursdes do Filtro de Kalman :

for (t = 0; t<n; t++)

{
vIt] = ylt] - Z*at];
Flt] = Z*P[t]*(Z)) + H; //H = matriz de covariancias de Epsilon

K[t] = T*P[t]*(Z")*invert(F[t]);
L[t] =T - K[t]*Z;

if (t !=n-1)
{
a[t+1] = T*a[t] + K[t]*Vv[t];
P[t+1] = T*P[t]*(L[t]") + R*Q*(R"); //Q = matriz de covariancias de Eta
}
1

Recursdes do processo de Suavizacao:

i1 = Zt’ *Ft-l*vt + Lt’ *rt Nt-l = Zt’ *Ft-l*zt + Lt’ *Nt* Lt

dt =a; + Pt* Tt Vt = Pt - Pt*Nt—l*Pt

Algoritmo em Ox que obtém as recursdes do processo de Suavizagao:

for (t=n-1; t>0; t--)

{
r[t-1] = (Z)*invert(F[t])*v[t] + (L[t]")*r[t];
smooth[t] = a[t] + P[t]*r[t-1];
N[t-1] = (Z")*invert(F[t])*Z + (L[t]")*N[t]*L[t];
Var_smooth[t] = P[t] - P[t]* N[t-1]*P[t];
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Abaixo, é apresentado o grafico de Y(t) (observavel) e do estado alfa(t), desmembrado
nas componentes Mi(t) e Beta(t).

1251

— Y ——— Mi(t)
Beta(t)

100F
7|
sof

251

=251
=501

P

A seguir, sdo comparados os valores “reais” (simulados) do estado e seus respectivos
valores filtrados.

150

— Mi() Mi_Filtrado(t)

1001~

50

=501

-1001~

Beta_Hitradig()]

Beta(t)
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Abaixo, sdo comparados os valores “reais” (simulados) do estado e seus respectivos
valores suavizados.

— Mi(t) Mi_Suavizado(t)

100~

Beta_§fiayirado)

[ ‘7 Beta(t)

-10:*
1 1 | 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60
Agora, sdo comparados os estados filtrado e suavizado:
100 — Mi(t) Mi_Suavizado(t) -~ )
50~
0
-50r-
-100[~
T T T S T Y N R |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
sL \ Beta() Beta_Savsado(t)]
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Estimacio dos parimetros:

A estimacio dos parametros do modelo de tendéncia linear foi realizada através do
método de “méxima verossimilhanca”.

L(Y) = p(y1 5 Y2 5 - » Yu) = P(yD*p(y2)* 1 p(y: | Yer)
Log L(y) = = log p(y | Y1)

Sabemos que E(y; | Y1) = Z¢*a, . Fazendo v, = y; — Z¢*a; , F; = Var(y; | Y1) e
substituindo N(Z:*a, , F;) em p(y; | Y1), obtivemos um método recursivo para o célculo da
méaxima verossimilhanca, demonstrado no quadro abaixo.

Algoritmo em Ox que define a fungdo de log_verossimilhanca, usando como parametros as
varidncias a serem estimadas:

H = zeros(1,1);
H[0][0] = vp[0][O];
Q = zeros(2,2);
Q[01[0] = vp[1][0];
QI11[1] = vpI2][0];

H2 = zeros(1,1);

H2[0][0] = exp(2*H[0][0]); // Transformacio exponencial
Q2 = zeros(2,2);

Q2[0][0] = exp(2*Q[0][0]);

Q2[1][1] = exp(2*Q[1][1]);

for (t = 0; t<n; t++)

{
v[t] = y[t] - Z*a[t];
F[t] = Z*P[t]*(Z") + H2;
//H2 = matriz de covariancias (estimadas) de Epsilon
K[t] = T*P[t]*(Z')*invert(F[t]);
L[t] =T - K[t]*Z;
if (t '=n-1)
{
a[t+1] = T*a[t] + K[t]*Vv[t];
P[t+1] = T*P[t]*(L[t]) + R*Q2*(R");
//Q2 = matriz de covariancias (estimadas) de Eta
}
}

//Funcdo de Log_Verossimilhanga :
adFunc[0] = (-1)*(n*p/2)*log(2*pi);

for (t = 2; t<n; t++)
adFunc[0] = adFunc[0] - (1/2)*( log(determinant(F[t])) + (v[t])*invert(F[t])*V[t] );

adFunc[0] = adFunc[0]/10000; // Dividir por 10.000 melhora a
convergéncia

return 1:
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Observe que foi feita uma transformacao exponencial nos pardmetros, que sao os

elementos das matrizes H e Q. Tal transformacao se tornou necessdria para assegurar valores
positivos para as varidncias estimadas.

Assim como na estimagao dos parametros do modelo de nivel local, foi utilizado, para o
modelo de tendéncia linear, o método de maximizacao “Quasi-Newton”.

Para simular as séries “y” e “alfa”, utilizamos os seguintes valores “populacionais’:

Var_Epsilon = 1.5;
Var_Csi =0.9;
Var_Zeta =2.0;

Para realizar a maximizacao, utilizamos os seguintes valores iniciais :

vp[0][0] = 0.0001; (Representa a variancia de Epsilon)
vp[1][0] = 0.0001; (Representa a variancia de Csi)
vp[2][0] = 0.0001; (Representa a variancia de Zeta)

Com uma amostra de 100 valores simulados de y, conseguimos o seguinte resultado no
processo de estimagao :

n=100)

Strong convergence using numerical derivatives
Jalor da funcao =

—B8.823465
3 parametros:

B.25286
3.2174
1.2695

Na ordem, os parametros estimados sdo : Variancia de Epsilon, Variancia de Csi e
Variancia de Zeta.

Veremos o que acontece com o valor dos pardmetros quando aumentamos o tamanho da
amostra. Primeiro, para 200 :

n=200)

Strong convergence using numerical derivatives
Jalor da funcao =
—A.846864

s parametros:

1.2191e-085
3.8983
1.68635
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Por altimo, utilizaremos uma amostra de tamanho 500:

n=500)

Strong convergence using numerdical derivatives
Jalor da funcao =

-8.12263
3 parametros:

8.33817
3.9153
1.3611

Nao é surpresa que os valores obtidos com a maior amostra sejam os mais proximos
dos valores populacionais.

Em seguida, utilizaremos os valores estimados (com n = 500) para plotar graficos da

série “y” e do estado “alfa”.

— Y —— Mi®)
Beta(t)

75
50
25
0 7 — — - -
-25
-50
-75

T S S T T S TS S S TS S S T T S H S SO RS I S E S W
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Agora, veremos uma comparagdo do estado simulado com o estado filtrado :

100
[ | —— Mi@ Mi_Filtrado(t)

501 =

0,
-50?

1 1 1 1 Ly 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
S5 \ Beta(t) Belail-}ﬂﬁﬁw(&)‘

-0 | L | |

0 10 20 30 40

Estado simulado e estado suavizado :

100

: — Mi(t) MLSuavizado(l)‘

50}

of
-50}

I S S S T S S S S S T T T S S S S TS S S AT ST T Y S S S SO SO SN SOS R S |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
S —) Beta_SG@vizado(v)]

| \/m N
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=
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Por fim, uma comparacio entre os estados filtrado e suavizado:

100
[ |~ Mi_Filtrado(t) Mi_Suavizado(t)
501 — _
07 =
50
L 1 1 1 1 1 | 1 I 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
5
0
-5+
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Aplicacdo do Modelo de Tendéncia Linear

O modelo de tendéncia linear apresentado neste trabalho apresenta diversas aplicagcdes
em econometria, sobretudo em relagfo a séries macroecondmicas. Analisaremos, a seguir, o
modelo aplicado a uma *série brasileira de exportagdes.

A amostra é composta por 32 observacdes. Sdo dados anuais de exportacdes brasileiras
contabilizadas em doélares, a partir do ano de 1947 até 2005. Segue o grafico da série original :

12000
[ dados(t)
100000~
80000~
60000 )
L S
r / ~ /
L - ~/
400001 //
L _
L //”J\ - /
20000 // S
L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
1945 1950 1955 1960 1965 1970 1975

* - Série obtida no site www.ipeadata.gov.br

Utilizando tais dados, estimamos os parametros através do método de maxima
verossimilhanga. Eis o output do programa :

Strong convergence using numerical derivatives
Valor da funcao =

-8.829926
s parametros:

1792.2
142 .55
2.37225e+887
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O processo de maximizagdo da fungdo de maxima verossimilhanga foi um sucesso, e
obtivemos, a partir de entdo, os valores estimados dos parimetros :

Var_Epsilon = 1792.2
Var_Csi = 142.55
Var_Zeta = 2.3925 * (10"7)

Utilizando tais valores, simulamos uma série Y € a comparamos com a série original.
Isso ¢ ilustrado no seguinte grafico :

— Y dados(t) /

10000¢- /

75000

25000 P

-25000—

1945 1950 1955 1960 1965 1970 1975
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Ao aumentarmos o tamanho da amostra usada na simulacio de Y, verificamos uma

melhor aproximacio dos “shapes” das séries real e simulada :

e

1.2¢8
le8
80000p00
60000p00
40000000
20000p00
0
I I . I I . I . I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
12000(
[ dados(t)
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Parte 3 —Modelos em espaco de estado nio-lineares

A dltima parte deste trabalho envolve a estimacdo de modelos em espaco de estado
ndo-lineares através da metodologia conhecida por “Amostragem por Importincia”. Nesta
abordagem, as densidades condicionais do estado, a densidade preditiva das observacdes e os
respectivos momentos destas densidades sdo estimados por algoritmos que utilizam simulacao
de Monte Carlo para resolver numericamente as integrais associadas aos cdlculos destas
densidades e momentos. Uma particular dificuldade ao se estimar tais modelos é a auséncia de
uma funcio de maxima verossimilhanga analitica, uma vez que a fun¢ao de verossimilhanca é
construida a partir da densidade preditiva, e esta, como previamente apontada, ndo possui
forma analitica. Desta forma, se faz necessdrio um otimizador numérico que forneca os
parametros maximizadores da funcdo de verossimilhanca. Neste trabalho, utilizamos o
método de maximizagdo de “Quasi-Newton”. A otimizagdo numérica revelou-se estavel para
diferentes valores iniciais e para diferentes pardmetros populacionais utilizados na geracdo do
estado.

A “Amostragem por Importancia” pode ser entendida como uma técnica de reducdo de
variancia que pode ser utilizada na Simulacdo de Monte Carlo. A idéia principal por tras dela
¢ que certos valores de entrada das varidveis aleatdrias, em uma simulagdo, t€ém maior
impacto sobre os paradmetros que estdo sendo estimados do que outros. Quando esses valores
“importantes” s@o enfatizados pela amostragem com maior freqiiéncia, a varidncia do
estimador pode ser reduzida.

A metodologia basica na “Amostragem por Importincia” é escolher uma distribuicao
que destaque os valores “importantes”. O uso de distribuicdes “viesadas” resultard em
viesidade dos estimadores se elas forem aplicadas diretamente na simulacdo. No entanto, no
Filtro IS, os valores de saida recebem pesos a fim de corrigir o uso da distribui¢cdo “viesada”,
assegurando que o novo estimador seja nao-tendencioso. Cada peso é construido por uma
razao entre a densidade de probabilidade verdadeira e a densidade de importancia.

A questdo fundamental na implementagao do Filtro IS é a escolha de uma densidade
de importancia que destaque as regides mais freqiientes da distribuicao verdadeira. Escolher
uma boa densidade de importancia é a arte do Filtro IS. No caso deste trabalho, foi utilizada
uma densidade de importincia conhecida como “mistura de normais”. Tal densidade se d4
pela soma de duas densidades de probabilidade normais com médias e variancias diferentes.

Utilizamos, como fim de aplicacdo, o seguinte modelo, com distirbios normais e
relagdo ndo-linear entre a série observavel e o estado:

yi = 1/(1+exp(-o)+ & ,& ~ N(0, Hy)
Ol = O M .Me ~ N, Qo)
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Algoritmo em Ox para constru¢ao do modelo:
estado_inicial = 0.0;
for (t = 0; t<n; t++)
{
if (t==0)
alfa[t] = estado_inicial + Eta][t];
else
alfa[t] = T[t-1] + R[t-1]*Eta[t];
R[t] = unit(1);
T[t] = alfa[t];
Z[t] = 1.0/(1+exp(-alfa[t]));
y[t] = Z[t] + Epsilon[t];
}

Para cada t pertencente a {0, 1, ..., n-1}, onde n-1 € o tamanho da amostra simulada da
varidvel observével, executa-se os procedimentos de I a VI, descritos a seguir :
Obs: M € o nimero de iteragdes na Simulacdo de Monte Carlo.

I) Filtro de Kalman Estendido:

Z_chapeu(t] = pow(1+exp(-a_prev[t]), -2) * exp(-a_prev([t]);

v[t] = y[t] - (1.0/(1+exp(-a_prev[t])));

F[t] = Z_chapeu[t]*P_prev[t]*(Z_chapeu[t]') + H2;

K[t] = T_chapeu[t]*P_prev[t]*(Z_chapeu[t]")*(1/F[t]);

L[t] = T_chapeu[t] - K[t]*Z_chapeu[t];

a_atual[t] = a_prev[t] + K[t]*V[t];

P_atual[t] = P_prev([t] - P_prev[t]*(Z_chapeu[t]")*(1/F[t])*Z_chapeu[t]*P_prev|t];
y_prev[t] = 1.0/( 14+exp(-a_prev[t]) );

if (t !=n-1)

{

T_chapeu[t+1] = unit(1);

R_chapeu[t+1] = unit(1);

a_prev[t+1] = a_atual[t];

P_prev[t+1] = T_chapeu[t]*P_prev[t]*(L[t]') + R_chapeu[t]*Q2*(R_chapeu[t]');
}

1I) Geracdo de M particulas do estado, utilizando a densidade de importancia:

p=0.5;
c=16.0;
for (i=0; i<M; i++)
{
D = ranbinomial(M, 1, 1, p);
if (D[i][0] == 1)
alfa_IS[i][t] = a_prev[t] + sqrt(c*P_prev[t])*rann(1,1);
else
alfa_IS[i][t] = a_atual[t] + sqrt(c*P_atual[t])*rann(1,1);
}
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III)  Construcdo dos pesos:
II1.1) Pesos previstos

w_atual_inicial = 1.0;
mi_1 =a_prev[t];
sigma_2_1 = c*P_prev][t];
mi_2 = a_atual[t];
sigma_2_2 = c¢*P_atuallt];

for (1=0; i<M; i++)

{

normal _1[i][t] = (1.0/sqrt(2*pi*sigma_2_1)) * exp( (-pow(alfa_IS[i][t]-mi_1, 2))/
(2*sigma_2_1) );

normal_2[i][t] = (1.0/sqrt(2*pi*sigma_2_2)) * exp( (-pow(alfa_IS[i][t]-mi_2, 2))/
(2*sigma_2_2) );

dens_importancia[i][t] = (1/2)*normal_1[i][t] + (1/2)*normal_2[i][t];

w_prev[i][t] = 0.0;

for (j=0; j<M; j++)
{

if (t==0)

{

mi = estado_inicial;

sigma_2 = Q2[0][0];

dens_alfa_cond[j][t] = (1.0/sqrt(2*pi*sigma_2)) * exp( (-pow(alfa_IS[i][t]-mi, 2)) /
(2*sigma_2) );

w_prev[i][t] += (dens_alfa_cond[j][t]/dens_importancia[i][t]) * w_atual_inicial;

}

else

{

mi = alfa_IS[j][t-1];

sigma_2 = Q2[0][0];

dens_alfa_cond[j][t] = (1.0/sqrt(2*pi*sigma_2)) * exp( (-pow(alfa_IS[i][t]-mi, 2)) /
(2*sigma_2) );

w_prev[i][t] += (dens_alfa_cond[j][t]/dens_importancia[i][t]) * w_atual[j][t-1];

}

}
w_prev[i][t] /= M;

}
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III.2)  Pesos atualizados:

for (i=0; i<M; i++)

{

aux = 0.0;

for (j=0; j<M; j++)
{

mi = 1.0/(1+exp(-alfa_IS[j][t]));

sigma_2 = H2[0][0];

dens_y_cond[j][t] = (1.0/sqrt(2*pi*sigma_2)) * exp( (-pow(y[t]-mi, 2)) / (2*sigma_2) );
aux += dens_y_cond[j][t]*w_prev[j][t];

}

aux /= M;

w_atual[i][t] = ( dens_y_cond[i][t]*w_prev[i][t] ) / aux;

}

IAY) Estimacdo do estado previsto e atualizado e de suas respectivas variancias:

a_IS_prev[t] = 0.0;
a_IS_atual[t] = 0.0;
P_IS_prev([t] = 0.0;
P_IS_atual[t] = 0.0;

for (1=0; i<M; i++)

{

a_IS_prev[t] += alfa_IS[i][t]*w_prev[i][t];

a_IS_atual[t] += alfa_IS[i][t]*w_atual[i][t];

P_IS_prev[t] += (alfa_IS[i][t] - a_IS_prev[t]) * (alfa_IS[i][t] - a_IS_prev[t])' *
w_prevl[i][t];

P_IS_atual[t] += (alfa_IS[i][t] - a_IS_atual[t]) * (alfa_IS[i][t] - a_IS_atual[t])" *
w_atual[i][t];

}

a_IS_prev[t] /= M;

a_IS_atual[t] /= M;

P_IS_prev[t] /= M;

P_IS_atual[t] /= M;

V) Obtencao das densidades atualizada e prevista:

for (i=0; i<M; i++)

{

densidade_atual[i][t] = w_atual[i][t]*dens_importancia[i][t];
densidade_prevl[i][t] = w_prev[i][t]*dens_importancia[i][t];

}
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VI) Construgdo de y_IS_prev:

y_IS_prev[t] =0.0;
for (i=0; i<M; i++)

y_IS_prev[t] += dens_y_cond[i][t]*w_prev[i][t];
y_IS_prev[t] /= M;

VII) Estimagao dos Parametros:

if (t>1)
adFunc[0] += log(y_IS_prev|[t]);

A figura abaixo mostra uma comparacao entre o estado simulado a partir de um modelo
ndo-linear pré-especificado, o estado previsto pelo Filtro de Kalman Estendido e o estado
previsto pelo Filtro IS. Nas trés simulagdes foi utilizada uma amostra de tamanho n=200 para
a variavel observavel y e, no filtro IS, foram geradas 200 particulas do estado na Simulacio
de Monte Carlo.

— — — Estado Simulado Estado Previsto FKE
——— Estado Previsto IS
7S y, = Ull+exp(-a)l +¢, .&,~N(0.02)
— 2
[ o, =a,_ +mn, ,T]’~N(0,Gn)
5.0
2.5
0.0
2.5
5.0
L L L L L L L L L L L L

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

A técnica de “Amostragem por Importincia” permite a estimacdo de uma série de
modelos em espaco de estado ndo-lineares / ndo-Gaussianos com os quais pesquisadores das
dreas de econometria e estatistica se deparam constantemente. Um exemplo interessante da
aplica¢do do Filtro IS € a estimacdo de modelos de volatilidade estocdstica, estudados nos
campos da Economia Financeira e da Matemdtica Financeira. Tais modelos sio,
essencialmente, ndo-lineares e, em sua maioria, ndo-Gaussianos.
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