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Introducéo

Foi feito um estudo introdutdrio aos Sistemas Dinamicos. Iniciou-se 0 projeto com o
estudo da dindmica em uma dimensdo. Atencdo especial foi dada aos exemplos mais
classicos, tais como a familia de fun¢bes quadraticas, na qual foi usada a dindmica simbdlica.
Um dos principais teoremas dessa etapa € o teorema de Sarkovskii. Estudaram se, também,
sistemas dinamicos em maiores dimensdes. Foram vistos, entre outros, exemplos classicos
como a Ferradura, o Solendide e transformagdes no Torus. Encerrouse o projeto com o
estudo das fracBes continuas. A familia de funcBes quadréticas e expansdo em fracdes
continuas serdo exploradas a seguir.

Familia de Funcdes Quadr aticas e o Shift

Uma importante familia de fungdes € a das fungdes quadréticas, F,{X)=nx(1-x) onde o
pardmetro m é varidvel. Esta funcdo apresenta algumas caracteristicas interessantes para
diferentes valores de m Entre elas, temos que se n»4 existem dois pontos, p e pi, onde FyX)
= 1, logo pode-se definir um intervalo Ay = (po, p1), No qual F{x) >1 e F'((X) ® —¥ quando
m® ¥ " x1 Ag. Indutivamente definimos os conjuntos An ={x 1 | | F'(x) T Aq}, onde| =
[0,1], i.e. Ay se consiste dois pontos que, em alguma iteracdo, saem de |. Podemos definir
também dois intervalos 1o = [0, po] €11 = [p1,1], percebaque lp E 13 = | - Ao. Define-se entdio o

_ oﬂ{ | 0 , .. : , :
conjuntoL =1-— g A =. O grande resultado € que sem> 2+Cb o conjunto L é um conjunto
n=0 %)

de Cantor, i.e. fechado, totalmente desconexo e perfeito.

Outra caracteristica desta familia de fungbes quando m> 2+C6 é que podemos usar a
dindmica simbdlica para melhor analis& lo. Para isso define-se o0 espaco das sequéncias de Os
els Sy eodifts 1 S, ® S, td que s(0919%...) = 998%..., onde cadag=0o0u 1. O
itinerério, em Fy, de um ponto é a sequéncia S(x) = $S19Ss..., ondes = 0 se F)T loes=
1seF(x) T 11.Sem>2+(bentd0 S: L® S, € um homeomorfisnoeSo Fn=s 0 S, dizemos
entdo que Fnhe s sdo topologicamente conjugados e, logo, tem dindmicas equivalentes.
Conclui-se, entdo, que se m> 2+(6, Fy herda propriedades do shift, entre elas. 2' pontos
periodicos de periodo n; o conjuntos dos pontos periodicos € denso em L ; e existe uma Orbita
densaem L. Demonstrar tais propriedades sem o auxilio do shift seria muito mais trabalhoso.

Vemos assim como o shift torna-se uma importante ferramenta quando se consegue construir
um conjugado topoldgico. [1]

Fracbes Continuas

Para todo nimero real existe uma, seqiéncia de nUmeros inteiros que o representa, de
tal forma gque temos a seguinte igualdade
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esta expresséo € chamada de expansdo em fragBes continuas de X. Passaremos a escrever X =
& + [a,&,3,..]. EXiste uma, e somente uma, seqiéncia de nimeros inteiros que sga a
expansdo em fragBes continuas de um dado nimero real. Se x for um numero racional
podemos obter sua expansdo através do algoritmo da divisdo, contudo se x for irraciona
necessitamos da Transformacdo de Gauss para obté-la, T: [0,1) ® [0,1). Esta é assim definida
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0, x==0.

T l:: T ::' =
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onde éz01 é a parte intera de z. Desse modo temos que sex 1 [0,1) entdo a = 5 i_ll(x) ld =1,
e u
casox | [0,1), usa-se atransformagdo emy = x- &, tal que ap = éx{

Existem vérias propriedades interessantes da expansdo em fracGes continuas de um
nimero. Dentre elas podemos citar o fato da expansdo ser finita se e somente se x for um
numero racional. Outra caracteristica é o fato da expansdo ser periddica se e somente se x for
raiz de um polindmio de coeficientes inteiros de grau dois, i.e. um nimero algébrico de grau
dois. Dai temos o notavel exemplo do ndmero de ouro, raiz do polindmio p(x) = ¥ —x-1,
cujos termos de sua expansdo sdo todosiguaisal, i.e. x=1 + [1,1,1,...]. [2]
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