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I ntroducéo

A principad metodologia de andlise de estruturas compostas por barras faz uma
superposi¢do de solugdes cinemati camente determinadas para barras isoladas [1]. Todas essas
solucBes podem ser obtidas de solugBes fundamentais para momentos de engastamento
perfeito de barra isolada submetida a carregamentos externos e para coeficientes de rigidez a
rotacdo, que s80 0s momentos que devem atuar nas extremidades da barra @ra impor
rotagdes, isoladamerte, nas extremidades da barra. As solucbes fundamentais para barras
com secdo transversal constante sdo conhecidas e encontradas em qualquer livro texto de
andlise de edtruturas [1,2]. Entretanto, ndo existem solugdes analiticas fechadas para
momentos de engastamento perfeito e coeficientes de rigidez a rotacéo para barras com secao
transversal variavel (vigas em misula).

Objetivos

Este projeto de Iniciacdo Cientifica apresenta uma metodologia para determinacéo
dessas solugtes fundamentais para 0 comportamento transversal de flexdo de barras que tém
secdo transversal com altura variando linearmente (misulareta). O método utilizado paratal é
0 da Analogia da Viga Conjugada, também conhecida como Processo de Mohr [2]. Nesse
contexto, se considera que os deslocamentos sdo pequenos e que 0 material tem um
comportamento elastico- linear, com modulo de elasticidade, E, constante

Metodologia

Os procedimentos para se andisar uma barra pela Analogia da Viga Conjugada séo
exemplificados para a determinacéo de coeficientes de rigidez a rotacdo da extremidade
inicid de uma barra biengastada, que sGo os momentos Ma € Mg que devem atuar nas
extremidades da barra para equilibré-la quando umarotacdo ga =r € imposta, tal como ilustra
aFigural.

A metodologia segue a seguinte sequéncia de procedimentos. (a) conversdo de
restricdes de apoio da viga rea para a viga conjugada; (b) determinacéo c diagrama de
momentos fletores, M(x), da viga real parametrizado pelos valores de Ma e Mg; (C)
determinaco do carregamento na viga conjugada, g°(x) = M(x)/EI(X), onde I(X) € o momento
de inércia da secdo transversal variavel ao longo do comprimento da barra; e (d) imposicéo de
condicbes de equilibrio da viga conjugada, que equivale a impor condicbes de
compatibilidade da vigareal. A Figura 1 mostra o sistema de duas equactes de equilibrio na
viga conjugada, aFy=0eaMa =0.

Para explicitar os valores de Ma e Mg neste sistema de equagdes, € conveniente
decompor o diagrama e momentos fletores da Figura 1 em duas parcelas lineares, uma
dependente s6 de Ma e outra dependente s6 de Mg: M(X) = MaXx/l — 1) + MgXx/).
Substituindo eﬂaexpr 0 Nas equa(;(")es aFy=0eaMa=0resultaem:
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A solucdo do sistema de equacdes formado por estas duas equacdes leva aos valores de
Ma € Mg. Dessaforma, chega-se aos valores dos coeficientes de rigidez a rotacéo desejados.

VIGA REAL VIGA CONJUGADA
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Figura 1 — Calculo de coeficientes de rigidez a rotacéo de barra biengastada.

Observa-se que a metodologia apresentada resulta em integrais cujos integrandos
correspondem a uma divisdo de polindmios, que no caso gera ndo em solucdo analitica
fechada. Neste trabalho, essas integrais sdo resolvidas numericamente através de uma
integracdo de Gauss implementada adaptativamente para obter uma precisdo numérica
adequada.  Utiliza-se uma funcdo de interpolagdo Lagrangeana cubica para descrever a
variagdo do momento de inércia da secéo transversal em x. Como o momento de inércia varia
cubicamente com a altura da se¢do transversal, isso corresponde ao caso de misula reta.

Para o calculo de momentos de engastamento de barras isoladas, considera-se como
caso mais geral um carregamento que varia linearmente ao longo do véo dabarra. Utilizando
superposicéo de efeitos, calcula-se 0 momento fletor devido a carga distribuida na viga
biapoiada, My(X), que é adicionado aos momentos provocados por Ma e Mg. Com isso tem-se
a expressao para 0 carregamento na viga conjugada, q°(X) = [Ma¥x/I-1) + MgXx/l) + Mq(X¥)] /
El(x). Utilizando as duas expressdes de equilibrio da viga conjugada, 4F, = 0 e &Ma =0,
chega-se a um sistema com duas equagBes andlogas as duas equacgbOes encontradas
anteriormente, cuja solucéo resulta nos valores desgjados para os momentos de engastamento
Ma € Mg.

Conclusdes

A metodologia apresentada mostra que € possivel resolver numericamente de uma
maneira muito eficiente as solugdes fundamentais para coeficientes de rigidez a rotacéo e
momentos de engastamento para barras isoladas. Esta metodologia esta sendo incorporada ao
programa Ftool (http://www.tecgraf.puc-rio.br/ftool).

Refer éncias

1. - White, R.N., Gergely, P. e Sexsmith R.G. Structural Engineering — Combined Edition
—Voal. 1: Introduction to Design Conceptsand Analysis—Voal. 2: Indeter minate
Structures, John Wiley & Sons, New Y ork, 1976.

2 - Slssekind, J.C. CursodeAnalise Estrutural —Vol. 2: Deformacgdes em Estruturase
M étodo das Forcas— Vol. 3: Método das Defor macdes e Processo de Cross, Editora
Globo, Porto Alegre, 1977.



