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Resumo

Lewiner, Thomas; Lopes, Hélio Cortes Vieira; Santos, Geovan
Tavares dos. Construgao de fungoes de Morse discretas. Rio
de Janeiro, 2002. I3p. Dissertacao de Mestrado — Departamento
de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

A teoria de Morse é considerada uma ferramenta matematica importante
em aplicagoes nas areas de topologia computacional, computacao grafica
e modelagem geométrica. Ela foi inicialmente formulada para variedades
diferenciaveis. Recentemente, Robin Forman desenvolveu uma versao dessa
teoria para estruturas discretas, tais como complexos celulares. E isso
permitiu que ela pudesse ser aplicada a outros tipos interessantes de objetos,
em particular para malhas.

Uma vez que uma func¢ao de Morse é definida em uma variedade, informagoes
sobre sua topologia podem ser deduzidas através de seus elementos criticos.
O objetivo desse trabalho é apresentar um algoritmo para definir uma
funcao de Morse discreta 6tima para um complexo celular, onde obter o
6timo significa construir uma fungao que possui o menor nimero possivel
de elementos criticos. Aqui foi provado que esse problema é MAX-SNP
dificil. Entretanto, também sera proposto um algoritmo linear que, para o
caso de variedades de dimensao 2, é sempre 6timo.

Também foram provados varios resultados sobre a proépria estrutura das
funcoes de Morse discretas. Em particular, uma representagao equivalente
por hiperflorestas é apresentada. E através dessa representagao, foi desen-
volvido um algoritmo para construcao de fungoes de Morse discretas em
complexos celulares com dimensao arbitraria. Esse algoritmo é quadratico
no tempo e, apesar de nao se poder garantir o resultado 6timo, dé respostas

otimas na maioria dos casos praticos.

Palavras—chave
Teoria de Morse. Teoria de Forman. Topologia Computacional. Ge-

ometria Computacional. Modelagem Geométrica. Matematica Discreta.



Abstract

Lewiner, Thomas; Lopes, Hélio Cortes Vieira; Santos, Geovan
Tavares dos. Constructing discrete Morse functions. Rio de
Janeiro, 2002.I3p. MsC Thesis — Department of Matemética, Pon-
tificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Morse theory has been considered a powerful tool in its applications to
computational topology, computer graphics and geometric modeling. It
was originally formulated for smooth manifolds. Recently, Robin Forman
formulated a version of this theory for discrete structures such as cell
complexes. It opens up several categories of interesting objects (particularly
meshes) to applications of Morse theory.

Once a Morse function has been defined on a manifold, then information
about its topology can be deduced from its critical elements. The purpose
of this work is to design an algorithm to define optimal discrete Morse
functions on general cell complex, where optimality entails having the least
number of critical elements. This problem is proven here to be MAX-
SNP hard. However, we provide a linear algorithm that, for the case of
2—manifolds, always reaches optimality.

Moreover, we proved various results on the structure of a discrete Morse
function. In particular, we provide an equivalent representation by hyper-
forests. From this point of view, we designed a construction of discrete Morse
functions for general cell complexes of arbitrary finite dimension. The re-
sulting algorithm is quadratic in time and, although not guaranteed to be

optimal, gives optimal answers in most of the practical cases.

Keywords
Morse Theory. Forman Theory. Computational Topology. Compu-
tational Geometry. Solid Modeling. Discrete Mathematics.
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Un abime effrayant, une profusion de questi-
ons de toutes sortes o, ma responsabilité était
en jeu se présentaient a moi. Et la plus im-
portante: qu’est—ce qui doit remplacer ['objet
manquant? Le danger d’un art ornemental
m’apparaissait clairement, la morte existence
illusoire des formes stylisées ne pouvait que
me rebuter.

C’est seulement aprés de nombreuses années
d’un travail patient, d’une réflexion in-
tense, d’essais nombreux et prudents ou je
développais toujours plus la capacité de vivre
purement, abstraitement les formes pictura-
les et de m’absorber toujours plus profondé-
ment dans ces profondeurs insondables, que
j’arrivais a ces formes picturales avec lesquel-
les je travaille aujourd’hui et qui, comme je
l’espére et le veux, se développeront bien plus
encore.

Il a fallu beaucoup de temps avant que cette
question: ‘qu’est ce qui doit remplacer ['objet
?’ trouve en moi une véritable réponse. Sou-
vent je me retourne vers mon passé et je suis
desespéré de wvoir combien de temps il m’a
fallu pour arriver a cette solution.

Wassily Kandinsky, Regards sur le passé.
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Conclusao e trabalhos futuros

Este trabalho foi focado na teoria discreta de Morse de Forman. Anali-
samos os elementos basicos desta teoria, e provamos a estrutura em camadas
das fungoes de Morse discretas. Representamos esta estrutura de camadas por
uma cole¢ao de hiperflorestas e demos uma caracterizacao completa das células
criticas em termos de componentes regulares das hiperflorestas. Usamos esta
analise para introduzir um esquema para construir funcoes de Morse discre-
tas em complexos celulares finitos de dimensao arbitraria. Esta construcao é
quadratica no tempo no pior caso, e foi provada que ela é linear e 6tima no caso
das variedades de dimensao 2. Os resultados experimentais mostraram que o
algoritmo deu um resultado 6timo na maioria dos casos. Isto abriu uma nova
pergunta: quais sao as condigoes sobre um complexo celular que asseguram
que o algoritmo fornece uma funcao étima.

Uma aplicacao importante deste trabalho em computacgao grafica estaria
no campo da compressao geométrica. O algoritmo Grow&Fold de A. Szymczak
e J. Rossignac (Szy00]) poderia ser justificado e melhorado por nosso algoritmo
com o objetivo de minimizar o nimero de “glue faces” a fim conseguir uma
compressao mais eficiente. Esta proposta foi feita de maneira 6tima para o
caso de compressao de superficies com algas em (Lop02).

Planejamos continuar este trabalho em trés direcoes. Primeiramente,
como mencionado acima, aplicar a teoria de Forman e a andlise de nosso
algoritmo para a compressao de malhas volumétricas em R™, n > 3. Tentaremos
também aplicar a teoria de Morse discreta para resolver as singularidades que
aparecem nas reconstrucoes de modelos. Finalmente, esperamos produzir um
morphing topologicamente consistente utilizando o campo gradiente discreto

de dois objetos com o mesmo tipo de homotopia.
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Primeiro Apéndice

O primeiro apéndice deve vir apds as referéncias bibliograficas. Depois
que vocé colocar a diretiva “\apendix”, todos os “\chapter{}” vao gerar

apéndices.
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